A PROPOSIT DELS LIMITS (I d’altres temes relacionats): 1a PART

(Rotllo pel-liculer en tres o quatre capitols... : Es que pregunteu, caram!)

Les calculadores grafiques i els ordenadors dibuixen la grafica d’'una funcié fent correr
un punt sobre la pantalla, tal com nosaltres ho fariem amb llapis i paper. Elles calculen
les coordenades del punt que genera la grafica i el situen, i ho fan tan rapidament que
ni tan sols arribem a seguir amb la vista la trajectoria del punt. Si tot fos més lent,
potser tindriem temps de respondre preguntes del tipus: | ara cap on va la grafica? (o
semblants).
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Aquest “ara” pot tenir diferents significats: Podem estar parlant de I’hora actual o, tal
com passa amb moltes grafiques utilitzades en Fisica i altres ciéncies, pot ser que el
temps sigui la nostra variable independent o “variable x“...

Aixi, en un llenguatge col-loquial, parlant de la grafica anterior com si fos la grafica
posicio temps d’'un objecte que es mou, avanca i retrocedeix (un passejant, un cotxe),
podriem preguntar: Cap a on s’adreca el mobil quan ens acostem a les tres (hores)?

Pel que sembla, s’adreca al punt situat en la posici6 marcada com a 160.

En matematiques tenim una forma de dir aquestes coses. En aquest cas, ho diem aixi:
El limit de la posicié del mobil quan el temps (x) s’acosta a les 3 és (la posicid) 160.
Més concretament, pero també d’'una forma més general: Si ens estiguessin referint a
variables arbitraries y i x, on es suposa que y és funcié de x (y=f(x)), hauriem dit que
El limit de y (o de la funcio f(x)), quan x tendeix a 3, és 160

I hauriem escrit aix0 en la forma )I(|®r2 y =160 o, encara millor, )I(|®r2 f(x) =160.

Encara ho podem millorar (?), escrivint lim f(x) =160, on x® 3 es llegeix “x
xX® 3"

tendeix a 3 per I'esquerra” i representa que x s’acosta a 3 pero “venint de I'esquerra”.

Altrament dit, significa que estem observant valors de x proxims a 3, que s’acosten a
3, pero situats sempre “davant” o “a I'’esquerra” de 3. Aquesta, en aparenca, excessiva
precaucid, es deu a que encara no hem vist qué passa amb el mobil després de les 3...

I, qué pot passar? D’aqui a uns moments farem una mica de “ciencia-ficcio™!).
De moment, ens quedem amb aquesta idea:
El limit d’una variable subjecta a una altra, quan aquesta altra s’acosta
a un valor determinat, seria el valor al qual s’acosta la primera.
La situaci6 se sembla a la d’'una tipica “persecucié” o “seguiment d’'un sospités” (milers
d’exemples al cinemal). El sospités és el mobil, qui el vigila va informant a la central:

- Central? Son practicament les tres i, tal com ens pensavem, el sospitdés sembla
adrecar-se al numero 160 del carrer Four, on creiem que es troba el seu enllag.

- KGT 07, avisa quan entri... i segueix-lo dins de I'edifici, sense que et veqgi.



-  KGT 07? KGT 07? Queé passa? Ja son les tres i no t'escolto... Ha arribat el
sospités al 160? Ha entrat? Es a dins?

- Aix0000.. Central? No us ho creureu.

- Queé passa ara?

- Ja us dic que no us ho creureu.

- Vols dir d'una vegada qué redimonis passa?

- Just a les tres, quan ja era a I'’entrada del 160, el sospitds ha desaparegut, s’ha
esfumat... Click! Igual que en un truc de magia! He vist amb els meus propis
ulls com es difuminava la seva imatge, com desapareixia... No el veig en lloc,
he entrat rapidament, he mirat dins i fora, vora I'entrada no hi ha portes ni
trampes ni cap lloc on es pugui haver amagat, és tal com he dit, ho juro...

- Que t’has begut I'enteniment??? Ah, no! Segur que t’has begut alguna cosa
més forta, jal No crec que el teu enteniment sigui prou potent per produir-te
al-lucinacions, no! Es pot saber quée KXFTNGXC...I!

- Central, central? Aqui KGT 09, tinc una novetat que comunicar-vos, potser no
us ho creureu, pero no sé com explicar el que he vist... Central?

- Vaja! Un altre! Si? Qué passa, KGT 09?

- Estic en un pub en front del 160 del carrer Four, vigilant per si apareixia el
sospités o algun dels seus col-laboradors... Ja he dit que no us ho creureu, pero
és el que acabo de veure: El sospitds ha aparegut quan quasi bé eren les tres i
I'agent KGT 07 el seguia... Semblava que anava a entrar al 160 quan, de sobte,
ha desaparegut i, el que és encara més sorprenent!: Immediatament I'he vist
com si sortis del portal del nimero 100 del mateix carrer... pero tot aixo ha
passat en un mil-lisegon, o menys... No ha tingut temps material de recorrer
I’'espai que separa tots dos immobles... Es com si...

- Merda! Un altre que ha begut! Deu haver acabat amb tota la ginebra i cervesa
del pub... Ara resultara que estem perseguint un extraterrestre amb poders de
teletransportacié! Com no ens haurem adonat que potser estavem seguint el
capita de la Start Trek? O és el senyor Nimoy... ? Qualsevol dia em faig una
jaqueta amb la pell d’aquesta banda de trekes que tenim com a agents! Veiem:
ALGU HEM POT DIR ON ERA EXACTAMENT EL SOSPITOS A LES 3 HORES?7??

- Bé, eeeh... — respon KGT 07 - Jo hauria dit que es trobava a I'’entrada del 160,
pero tot va succeir d’'una forma tan sobtada que si KGT 09 diu que es trobava al
portal del 100, doncs... pot ser, no?

- Jo tampoc no garanteixo que a les tres en punt estigués a un lloc o a l'altre, -
afegeix KGT 09 - només puc dir que un mil-lisegon abans de les tres era a
I'entrada del 160 i, un mil-lisegon després, a la del 100, i tot aix0, sense que en
cap moment el veiéssim recorrer I'espai intermedi (Glups!).

- Vaja! Que, definitivament, aixo és un fenomen paranormal, no? KTRKGNKXKI!!

Que ens estan dient amb aquesta conversa? Increible, no? Graficament, és com si
hagués passat aixo:




Increible o creible, matematicament ens “limitariem” @ a dir, o a escriure:

El limit per 'esquerra de ...la posici6é del sospitds... (0 de ...la funcié que descriu

aquesta posicio) ... per a (o “quan”) x =3 és 160 a lim f(x)=160.
X® 3~

El limit per la dreta de ...la posicié del sospités... (o de ...la funcié que descriu

aquesta posicio) ... per a (o “quan”) x=3 és 100 a lim f(x)=100.
x®3*

Potser, tal com fa el cap dels “investigadors” us preguntareu: | quée passa amb el valor
de la funcio (la posicié del sospités) exactament per a x =3 (0 sigui, a les 3 hores).

Ja em disculpareu si contesto:

- | quina importancia té, davant d’'un fenomen tan estrany? Quina importancia
pot tenir, vistos els fets, que sigui la posici6 y = 160, que sigui y = 100 o
qualsevol altra (intermédia o no), o que, senzillament, no considerem cap
posicio i acceptem que “no existeix y per a x=3", o0 “gue no existeix f(3)"?)...

Canvia aix0 el fet que s’hagi produit aquest misteriés “salt” en la posicio del
sospités? (“Salt”? No és aixi com denominen aquests fendmens a les séries de

ciencia-ficcio? “Salt a I'hiperespai”, potser? =+').

Pero aquests fenomens (possiblement paranormals en una situacié com la descrita) no
tenen res d’extraordinari ni de paranormal en altres situacions.

Parlem ara, per exemple, de coses que passen amb els telefons (on també, amb certes
companyies, també passen coses dignes del mén dels fenomens paranormals).

Imagina que truques des d’una cabina i fiques una moneda de 50 centims. Depenent
del tipus de trucada, amb aquesta moneda pots parlar un cert temps, diguem 3 minuts.
Imagina que, un cop esgotats els 3 minuts, cada minut addicional costa 20 céntims...

Si no dipositemm més monedes, en arribar als 3 minuts la trucada s’interromp; si en
dipositem més, en arribar als 3 minuts la trucada passara de costar 50 centims a
costar 70, “sense continuitat en el cobrament” (*). En definitiva, aquesta si és una
situaci6 on la funcié que descriu el cost de la trucada varia sense continuitat en arribar
als 3 minuts, fent un salt de 20 céntims. La corresponent grafica i les formes
d’expressar matematicament aquest “salt” (i “el seglent, als quatre minuts”) soén
aquestes:

Cost Y
Iim f(x)=05 i Iim f(x) = 0,7
X® 3 x® 3*
1€
lim f(x) = 0,7 i lim f(x) = 0,9 I —
X® 4 x® 4% ]

Respecte dels valors de f(3) i f(4), és a dir,
els costos d’'una trucada d’exactament 3
minuts, o d'una trucada d’exactament 4
minuts, podem considerar que, en teoria,
han de ser f(3)=0,5 i f(4)=0,7, toti que
caldra ser rapid en penjar!

nuIw | —

Pero... importa massa, ara, discutir sobre
els valors de f(3) i f(4)? NO!!!

(*) La continuitat, parlant de diners, és una utopia, perqué hi ha una unitat minima, el centim,
que obliga a que el cost de les coses, per molt que el vulguem afinar, sempre varii “a
salts”, com a minim d’un céntim; ja saps, pero, que sovint es dibuixen grafiques cost-
consum continues, sense tenir present aquesta observacio... i no és considera cap disbarat!
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Abans de seguir, cal precisar algunes coses:
Que aquest limits “per I'esquerra” i “per la dreta” s’anomenen limits laterals.

Que el limit propiament dit només existeix si existeixen els dos limits laterals i
son iguals (2a figura).
Que aixo udltim, malgrat sembli que obliga a la funcié a ser continua, no exclou el

cas que el valor de la funcié no coincideixi amb el valor del limit, perqué el valor
del limit es calcula “per a valors proxims a x=a”, no exactament per a x=a...

I encara podria passar que el valor de la funcié en x = a no coincidis amb el valor
del limit (2a figura ) o, senzillament, que no existis (2a figura, si esborrem el
punt de la grafica que indica el valor de f(a)).

Només quan el valors dels limits laterals coincideixen (també, doncs, el valor del
limit) i també son coincidents amb el valor de la funcio, diem que la funcio és
continua per a aquell valor de a (3a figura).

Que de tot aixo tornem a parlar de seguida (Ho dic per si encara no ho enteneu).
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Iim fO) =L lim f(x) = lim f(x) =L | lim f(x) = f(a)
x® a x® a x®a* x®a
lim f(x) =L, lim f(x) =L, perd no La funci6 és continua per a
x®a* x®a X = a (i també per als
coincideix amb f(a) altres valors que veiem, és

lim f(x) no existeix

X® a- clar)

Discontinuitat “evitable”
Discontinuitat “de salt”. Ni| (f deixaria de ser
canviant de lloc el valor de | discontinua si situéssim
f(a) aconseguiriem que la| f(a) on és L)

funcio6 fos continua en x=a.

Ara, pero, deixeu-me afegir que alldo que ens ha semblat una raresa en el cas d’'una
grafica posiciéo-temps “normaleta”, no ho és en certes grafiques de posicid descriptives
de fenomens constatats cientificament, propis de la fisica quantica. I, tal com acabem
de veure, la desaparicio i aparicié sobtades d’una grafica, fent el que hem anomenat
un salt, pot ser un comportament associat a situacions quotidianes prou conegudes.

Des d'un punt de vista “estrictament matematic”’, tenim funcions definides per
formules molt senzilles que presenten aquest tipus de salts a la grafica (I ho fan - no
sé si atrevir-me a dir-ho - sense avisar!). La més senzilla és la que alguns anomenen
“funcio6 signe” perqueée
assigna el nombre -1 a tots els nombres negatius (una forma de dir que “els
assigna el signe menys”)

i assigna +1 als positius (una forma de dir... que “els assigna el signe més”)

i al zero, que no es positiu ni negatiu, no li assigna res (Poobreeet!).



La funcid “signe” és la definida per la formula:

X
f(x) ==
i
(Que esperes per comprovar que és cert tot el que s’ha dit sobre els valors de la funci6?)

(Ja entens que 0/0 no és cap valor, que potser podria ser “qualsevol valor” o que,
precisament per aixo, no esta definit?)

Aquesta és la grafica de la funcié i la forma en que escrivim matematicament el que
passa amb la “discontinuitat de salt” que presenta per a x =0.

lim X =-1 , lim X =g
x® 0 |X| x® 0" [X| Y
f (0) no existeix f(x) = ﬁ 1
X

(Intentem crear la impressio de que f(0) no
existeix dibuixant aquestes “rodonetes” al
lloc del salt, als extrems de les dues linies -1 1 X
que formen la grafica. Aquest recurs ja
I’'hem emprat abans, quan s’explicaven els -1
diferents casos que poden donar-se pels

valors dels limits laterals, limit, etc.).

Tornem-hi!: Aquest tipus de comportament és ”"normal” als fendOmens usuals i/o al
“mon matematic” de les funcions definides per férmules, o no?

Podriem dir que més bé constitueixen I’excepcié que no la regla. Veiem: En les
funcions definides per férmules, normalment les grafiques son continues, és a dir, “no
es trenquen sobtadament” o bé, si ho fan, normalment ho fan en punts aillats.

I, en aquest casos, evidentment, val aquesta regla (Primera regla de calcul de limits):

Quan la funcidé és continua en un punt, el valor del limit de la funcié en
aquest punt és, simplement, el valor de la funcio:

Si f és continua en x = a, llavors Ii@r)n f(x)=1(@)
X® a

I aixo vol dir, senzillament, que el valor del limit es calcula substituint en la férmula de
la funcié x per a. Aixi, si et demanen el limit de la funci6 f(x) =3x +5 per a x = 3,

com que prou saps que la grafica d’aquesta funcié és una recta i, per tant, és continua
en tots els punts, et “limitaries” a fer

lim (3x +5) =33+5 =14
X® 3
si de cas afegint “perque la funci6 és continua per a x=3".

Quan la funcié deixa de ser continua en un punt, el valor de la funcié (si existeix,
perquée també pot ser que no existeixi) no és el valor del limit. Aixo ja I’hem vist als
exemples de la pagina anterior. Es en aquest casos quan, per calcular el valor del
limit, hem de fer coses certament curioses, que ja anirem explicant.



A PROPOSIT DELS LIMITS (I d’altres temes relacionats): 2a PART

(Continua la pel-licula: Un altre rotllo!)

Ja que varem acabar la primera part d’aquesta pel-licula parlant de funcions continues,
convindria fer un breu recordatori de quines de les funcions ja estudiades a cursos
anteriors son continues, o bé “en quins punts” ho soén! Us invito a buscar les seves
grafiques en un llibre o programa que pugui generar-les (Funcions i grafics, a la pagina
http://xtec.net/—smanriqu/ és un programa excel-lent d'un professor d’aquest
departament; us aconsello instal-lar-lo... potser el farem servir).

Fem un recordatori de coses que ja hauries de saber:

1. Les funcions polinomiques (tipus f(x) =a,x" +a, ;x"?!

sén continues.

t..taXx+ay)

A
2 1 (13 7 A 3
i A Per guanyar temps”, tambeé et convé saber que:
S J
B el S : = e
La grafica d'una funcié polinomica de grau n, a
> partir de n = 2, és una corba continua que,
: com a maxim,
f,»f? N te n-1 extrems (maxims o minims)
£ {
| ¥ o & i
& . 4 i canvia de sentit de gir n-2 vegades.
A més,

si el grau és parell, la grafica «entra i surt del paper per la part
superior» (per 2 i 1), o bé per la part inferior (3 4).

si el grau és senar, la grafica «entra per la part superior i surt per la
part inferior» (2 i 4), o a l'inrevés (3 1).

2. Les grafiques de les funcions racionals (quocient de polinomis, tipus
f(x) = 209
B()

per a aquells valors de x als quals s'anul-la el denominador (Si n'hi hatl).

on A(x) i B(x)s6n polinomis) sén corbes continues, excepte

A més,

si el grau del numerador és igual o menor que el del denominador, la
grafica «entra i surt» del paper aproximant-se a una recta horitzontal

si el grau del numerador és major que el del denominador, la grafica
«entra i surt del paper» (mireu I'esquema de I'apartat anterior)

del costat 2 al 1, o del 4 al 3, si la diferéncia de graus és parella,

del 2 al 4, o del 3 al 1, si és senar

Estudieu amb atencio els exemples grafics de la pagina segiient, que us serviran per
constatar la validesa de les regles enunciades.

Podeu dibuixar-vos i manipular vosaltres mateixos aquestes funcions amb el programa
citat abans, si us I’heu baixat.



Y A

Y

Funcié y = x3, la més senzilla de totes
les funcions polinomiques de 3r grau.

Funcié y = x3 - 2x? - 3x, una altra funci6
de tercer grau, més complexa.

.J'kv

Jky
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Y

Funcié y = x*%, la més senzilla de totes
les funcions polindmiques de quart grau

Funcié y = x* - 9x2, una altra funcié de

guart grau, més complexa.

A
Y

Funcio . ,
5 Denominador s’anul-la
_ 2X quan x = 2. Numerador i
y = N denominador d’igual grau

Funcié El denominador mai no
X3 +9Ox s’anul-la. Nur_nerador de

S grau superior al del
x2 +1 denominador




Encara convé recordar coses sobre altres tipus de funcions “importants”:

3. Les funcions exponencials (funcions tipus y = a*) i les seves reciproques, les
funcions logaritmiques, sén continues (Grafiques més endavant). Recordeu,
pero, que les logaritmiques només estan definides per a valors de x positius.

4. Les funcions trigonomeétriques sinus i cosinus sén continues, mentre que la
funcié tangent té discontinuitats, concretament, per als segients valors de X :
+p/2, £3p/2, £5p/2... (recorda que son valors mesurats en radians, en graus
correspondrien a £90°, £270°, +450°..., perd mai no es fan servir graus en les
funcions trigonomeétriques, sind radians!). Aquestes, ara, no les dibuixaré.

Exponencials 2% i (@/2)* Logaritmiques de bases 2 i 1/2

| ara us parlaré novament de les discontinuitats, comencant per les que sovint es
presenten en les funcions racionals:

Hem dit que en les funcions racionals apareixen discontinuitats quan s’anul-la el
. . . . . . 1

denominador. | la més senzilla de les funcions racionals és, potser, f(x) = —, el
X

denominador de la qual s’anul-la per a x = 0. Procuraré explicar qué passa per a
aquest valor de x, i per que, d'una forma “col-loquial” o “pel-liculera”.

Perqué tots haureu vist alguna pel-licula “d’epidemies”, on un virus terrible ataca
centenars de milers de persones, mentre I’heroi de la pel-licula passa mil aventures
per trobar l'antidot i, quan ja el té (aproximadament un quilo) I'injecta a tots i
queden com si s’haguessin sotmes a un tractament complet de cirurgia estética, tot
i que unes hores abans se’ls queia la pell a tires (Penseu que exagero?).

La part menys exagerada de I'argument potser sigui el fet de que es puguin salvar
centenars de milers d’afectats amb un quilo d’antidot. No és cap exageracid: Pensa
que pot haver-hi prou amb 5 mil-ligrams d’antidot per a qué el cos generi els
anticossos que el curin, i que 1 kg =1000g=10°mg o 5mg=>5-10"°kg = 0'000005
kg. De manera que un quilogram d’antidot, repartit en dosis de 0'000005 kg,
permet curar a

1

——— = 200000 persones
0'000005

Aquest calcul mostra que els resultats de dividir un nombre fix (no nul) per
quantitats proximes a zero s6n nombres molt grans. Dic més: Quant més petites
fem les quantitats per les quals dividim (les “dosis”), més i més gran surt el
resultat de la divisid (...més i més afectats podem tractar... mentre la dosi encara
sigui suficient, és clar!).



Aixi, _1 . 200000, __1 . 2000000, 1 . 20000000, etc.
0'000005 0'0000005 0'00000005

Aix0 explica per que la grafica de
1

f(x) ==, en acostar-se el valor de x a
X

zero, pren valors cada vegada més i més
grans (Veieu-la).

Bé: Exactament, aix0 passa “a la dreta” del
zero, és a dir, per a valors positius de x. A
I'esquerra, en ser negatius els valors de X,

els resultats de la divisi6, en lloc de ser
positius, sén negatius “enormes”.

Observeu una altre aspecte interessant
d'aquesta grafica: Que, en augmentar el
valor de X, els valors de y es fan cada
vegada més i més petits... Suposo que
estareu mirant a esquerra i a dreta, no
estareu mirant prop del zero, ara! Si? Val?
Penseu en quina logica té aixo (Facill).

El que passa amb la grafica d’aquesta funcié quan x tendeix a zero s’expressa dient
que té limit infinit. Aixi, doncs, tenir limit infinit vol dir que els valors de y en la
grafica, em lloc d'apropar-se a un valor determinat de y , els va superant tots
sense aturar-se (imagina ara la guardia civil de trafic, o els mossos, darrera... Pl-
PIIP, PI-PIIP, PI-PIIP,... ).

El simbol per representar “infinit” sera ¥ .

De fet, podriem ser molt punyeters i escriure exactament que

4 1 4 1 H13 ” ’ 1A 4 1
Iim —=-¥% Iim —=+¥% i “posar pegues” a I’expressio  lim —
x®0 X x® 0" X x®0 X
N L . .1 .1 s
perd també s’admet escriure Iim — = ¥ o lim — =¥ sense més histories.
x®0 X X®0 X
) On no ens haguéssim plantejat aquestes
3 punyeteries seria en el cas de la funcid
1 . . . .
B f(x) = —» 0n no cal discutir pels signes, ja que
. X
" . 1 . 1 1
Im — = Ilim — = 1Iim — =+¥%
5 x®0 X2 x®0" x2 x®0 x?

sense cap dubte (veieu la figura).

En tots dos casos diem que les dues funcions
tenen una discontinuitat asimptotica quan x=0,
de branques divergents la primera, i de
branques convergent la segona.

Seguint amb pel-licules, ara va de Jurassic Park (o de I’Aquarium del Maremagnum
si parlem d’'un altre tipus d’espectacle): Mai no heu vist un animalot engabiat (un
dinosaure, una foca...) que, com que sap que té davant una tanca o un vidre que
no pot tocar ni travessar, corre 0o neda angoixat, quasi paral-lel a la tanca/vidre,
com si volgués acostar-s’hi més i més, pero sense arribar mai a tocar-la?



Si I’'heu vist, aixo és el que sembla que facin les branques de la grafica quan x
s’acosta a zero: La tanca seria la recta x=0 (altrament dit, I'eix OY), que rep el
nom d’asimptota vertical de la funcid. En general,

Una asimptota vertical en la grafica d’'una funcié és un recta paral-lela a
I'eix OY, per a un valor de x ( x =a ), a la qual s’acosta la grafica de la
funcio sense arribar a tocar-la, a mida que x s’acosta a a.

Consequentment, per a aquest valor de x la funci6é té el que anomenem una
discontinuitat asimptotica, alhora que escrivim |lim f(x) = ¥ .
X® a

Les asimptotes verticals i discontinuitats d’aquest tipus solen apareixer als
punts on a la férmula de la funcié surt una divisié per zero ( k/0, amb k! 0).

Aqui tens uns exemples comentats d’aquest tipus de discontinuitat, que t'aconsello
de representar amb el programa esmentat abans:

Si et demanen d’inventar una funcié discontinua per a x =3, escriu una férmula
amb denominador x— 3, ja que x—3 s’anul-la per a x =3 (Aix0 si!: Procura que
el numerador no s’anul-li també en aquest valor!). Si uses un denominador

més complex, que també s’anul-li per a altres valors, tindras més
discontinuitats, a part d’aquesta. Aixi, per exemple,
f(x) = 3 té una discontinuitat asimptotica per a x =3,
X -

també f(x) = ﬁ (pero aquesta és de branques convergents).
X

2
també f(x) = zx—g (pero té una altra per a x =-3... pensa per que)
X

Si vols una funcié amb dues discontinuitats asimptotiques, per a x =1 i x =4,
agafa una funcié racional amb denominador (x - 1)-(x - 4)= x? - 5x + 4, que
24

s’anul-la per a aquesta valors de x : Per exemple, f(x) = —— serviria.
X< -5x+4

Només uns comentaris finals per acabar amb aquest segon rotllo de la pel-licula:

Si a partir d’ara t'acostumes a dir que % =¥ o0 que % =¥ (sempre que k no

sigui zero... ja veurem per que!), no tinc res a dir mentre et “limitis” @ a
emprar aquesta regla Unica i exclusivament en el calcul de limits, mai en el
calcul normal de valors d'una funcié!

Quedi clar, doncs, que si com a resultat d’aplicar la férmula d’'una funcié per a
un valor de x ens apareix k/0 direm sempre que la funcié no esta definida o
no existeix per a aquest valor de x... Una altra cosa, “diferent”, és que a
continuaci6 diguem que “el limit de la funcié per a aquest valor de x és infinit”.

Expressions tals com Ii@r)n f(x)=L (amb L “valor numeric”) i Ii@r)n f(x) =¥
X® a X® a

representen coses ben diferents (Aix0 esta clar, en el primer cas la funci6
s’acosta a un nombre L, en el segon cas no s’acosta a cap nombre, “passa de
tots”...). Justament per aix0, encara hem de fer algunes precisions pel que fa
a I'Us precis de la paraula “limit”, pero... tot arribara!
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A PROPOSIT DELS LIMITS (I d’altres temes relacionats): 3a PART

(Alguns mai més tindran ganes de preguntar...)

k . R . .
La regla o = ¥ ha estat la nostra primera regla del que anomenarem calcul simbolic

de limits: No és exactament una regla de calcul numeéric (entre d’altres coses perque,
tal com no em cansaré de repetir, en el calcul numeéric no existeix la divisié per zero).

En aquesta regla, ni k vol dir “valor k” ni O vol dir “valor 0”, perqué no necessariament
parlem de valors fixos (segur que no en el cas del zero!), sin6 de

valors que s'acosten a k
valors que s'acosten a 0

En efecte: Com que estem mirant de resoldre un cas de calcul de limits, ens referim a
un numerador i un denominador variables, que canvien de valor segons x s’aproxima a
un determinat valor a.

D’una forma intuitiva, la regla ° =¥ ve a dir-nos que “el valors resultants de dividir

quantitats cada cop més proximes a 1 per quantitats cada cop més proximes a 0 son
cada vegada més grans, podent arribar a depassar qualsevol quantitat, per gran que
sigui” (Aix0 ultim és una correcta interpretacio del que significa “infinit”: Variable que
depassa valors tan grans com es vulgui).

Tan de bo aquesta “intuicioé” sigui suficient per a que endevineu altres regles del calcul
simbolic amb limits... Comencem per alguns exemples breument comentats:

¥.3 =¥ Si els valors d’una variable que tendeix a infinit els multipliquem per 3, la
variable obtinguda també tendeix a infinit (“Tres vegades més rapida”?).
¥ /3 =¥ Si els valors d’una variable que tendeix a infinit els divideixen per 3, la
variable que s’obté també tendeix a infinit (“Tres vegades més lenta”?).
¥ +3=¥ ¥ +¥ =¥ ¥ - ¥ =¥ ézo
¥ .3 1 1
— =¥ 3 _y.vyY — ¥ =— ==_"_=0 n =
0 ¥3 =yyy =¥ vk V¥ =¥
_ 1 1 Ao’ 11
¥ _oop =y |[2F=—-=2=0]05% =22 ==.2. . =0| 05 =2%¥ =¥
2 222-...=¥ ¥ ¥ P 55
Cal fer comentaris?

Malgrat que tot el que acabem de dir sembla facil, potser no ho és tant. Ni que sigui

per obrir un debat: Qué penses que podenser ¥ -¥ | ¥ .0 , ; i % ?

Encara resultara que no és el que sembla! Per exemple, i comencant per I'Gltim cas,
observa que:

11



0 . k . .
Pot semblar que ° ha de ser 1, exactament igual que K =1, perdo no oblideu
que en el calcul numeéric ° no té cap sentit (o si?), mentre que en el calcul de
limits representa la divisié de dues quantitats variables que s’acosten a zero.

Posem per cas que aquestes variables sén x i (altre cop) X, quan x s’acosta a
zero... pero, llavors, x/x sempre val 1, per la qual cosa podem dir que

X .
Iim —=1lim1=1
X®0 X X® 0
L . 0
i aixi tenim un exemple de com ° pot ser 1.
Pero les variables podrien ser x i 2x quan x ® 0; llavors, segons com féssim la
divisio,
. 2X . . X .1 1
Iim —=1m 2 =2 o] Iim — = Iim = = =
x®0 X X® 0 x®0 2X x®0 2 2

O podrien ser x i x? quan x ® O ; llavors, depenent també de com fem la divisio,

X 1
| — = lim = =¥
x®0 x®0 x2 x®0 X

Aixi que, pel que sembla, % pot ser qualsevol cosa. Justament per aixo, diem que

aquest cas és indeterminat o que és una indeterminacio (i passa el mateix amb els
altres tres casos esmentats, pero... ja parlarem!). De moment, sapigues que

Si, en intentar calcular un Ilimit, arribes a un punt on apareix una
indeterminacid, sapigues que no pots donar el resultat, perque, tal com esta
plantejat el calcul, el resultat pot ser qualsevol cosa.

Per tant, has de replantejar el calcul, exactament igual que et replantejaries el
cami a seguir en un laberint si arribessis a un lloc sense sortida: Tirant enrere
fins arribar a una de les cruilles que has deixat enrere i provar un altre cami!
(O, “si acabes d’entrar”, buscant una alternativa a la forma d’escriure
I'expressid algebraica que tens davant).

Un exemple: La primera idea que ens passa pel cap si ens demanen calcular
. x?2-7x+10 o o -

Iim —— ——— 6s substituir (potser pensant que, en principi, la funcié pot ser
X® 2 X< - 4

continua en x =2), pero de seguida ens adonem que el denominador s’anul-la.

Aix0 tampoc té per qué preocupar-nos massa, ja que nomeés indica que pot ser una
divisié per zero, “un infinit”! Pero, tampoc és aixo!: Es, justament, el cas indeterminat

(o “prohibit”) % , ja que el numerador també s’anul-la: 22 - 72+10=4- 14 +10 = 0.

) . . X?-7x+10 _ 0 : .
No és correcte escriure lim —————— = o Peraue “és el mateix que no dir res...”;
X® 2 X< - 4

pero, tampoc podem tirar enrere perque, realment, no hem fet res amb I'expressioé!

12



Si estem desperts, recordarem que quan les expressions polinomiques s’anul-len per a
un valor x =a significa que es poden dividir per x—a. En aquest cas, significa que la
fraccio es pot simplificar dividint numerador i denominador per x—2... Fem-lo!

0/0
x?-7x+10 -~ (le- 7x+‘10):(x-2) . x-5_2-5_ 3

!(i@n; x2 - 4 !(I(ﬁ';g (x2-4):(x-2) x®2 X +2 2+2 4

| ja esta calculat el limit! Observa el detall d’'indicar sobre el primer simbol igual quina
indeterminacio apareix si s’'intenta fer el calcul directe: Es com un “avis” o “una senyal
de trafic” per als que puguin venir darrera... si? Fes-ho aixi quan calculis limits.

Aprofitem aquest exemple d’indeterminacié 0/0 (concretament, la funcié que ens ha
servit exemple) per “rematar” ja el concepte de limit, del que encara ens quedava per
dir algunes coses:

A la férmula de la funcié ja veiem que el denominador se anul-la en dos casos:
Pera x=-2 ipera x=2.Per aaquests valors de x la funcié no existeix! Es a
dir, no existeixen ni f(-2) ni f(-2): Si voleu, ja podeu “plantar” una barrera
vertical per a aquests valors de x (una linia a ratlles, per exemple) i ja heu de
saber que la grafica de la funcié no pot tocar aquesta linia, perque no existeixen
valors de y per a aquests valors de x.

La sorpresa ve quan li demanem a un programa grafic que dibuixi aquesta funcié.
S’obté el segient (Atencié!: Les ratlles verticals les hem posat nosaltres,
preveient que per als valors de x ja indicats, no existeix cap valor de Xx).

La sorpresa consisteix en que la grafica sembla passar pel punt x =2, y =-3/4,
tot i que ja haviem dit que x =2 no tenia imatge. Es a dir, sembla travessar la
“barrera” x =2, que haviem anunciat com a “infranquejable”!
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Perd només ho sembla. M’explico: La realitat és, tal com ja he dit, que f(2) no
2
existeix (0/0 no existeix), i el valor del limit, lim XT-/x+10__3
X® 2 X2 -4
quan x ® 2, els valors de y s’acosten a -3/4... pero en arribar ax=2 ... PUF! La
grafica perd un punt, perd “aquell punt”!

, indica que,

I, naturalment, com un punt és tan petit que no es veu, a la grafica no veiem el
que realment passa, i sembla continua!

I, si volem que es vegi, hem de ser nosaltres els que, en aquests casos, dibuixem
una “rodoneta” al punt (2,-3/4) (i traiem la recta vertical perquée a x =2 no hi ha
cap asimptota; deixem l'altra, la de x =-2, on si hi ha discontinuitat asimptotica):

I diem que, pera x=2,

f(2) no existeix

il )I(|®mz f(x)=-3/4
La grafica presenta una discontinuitat
evitable (perque es podria evitar
“obligant” que 2 tingui imatge -3/4, és
a dir, fent f(2) = -3/4, que equival a
afegir el punt (2,-3/4) a la grafica).

(I la pel-licula? Aquestes discontinuitats son com aquells forats petitissims a les
canonades, que no es veuen pero s’escolten: PFFF... i provoquen una “fina pluja™)

Ara és el moment de fer unes precisions respecte de I'GUs correcte de la paraula limit:

Només quan el limit existeix i és un nombre (no quan “és infinit”), com és el cas
de I'tdltim exemple per a x =2, podem dir que “la funcié té limit en aquest punt”.
Aquets tipus de limit també s’anomena limit finit, en contraposicié amb I'altre.

El cas “limit infinit”, com el cas de I'Gltim exemple per a x = -2, no és un cas de
limit propiament dit; és a dir, si ens demanessin “rigor” en el llenguatge, hauriem
de dir que la funcié “no té limit propiament dit per a x =-2", o que “el limit no és
un nombre”, que “és una cas de limit infinit o discontinuitat asimptotica”.

I, fetes aquestes precisions i, si us atreviu, que millor que una taula completa de
regles de calcul amb limits (regles “simboliques”)? Aixo sil: Amb indicacié de les
SET indeterminacions existents, seguida d’alguns exemples esclaridors del que son les

indeterminacions, perquée ho sén i “com esquivar-les”... (Fantastic, no?)

[0) —
O ¥ 4K =¥ 9‘05) ¥.-k=¥ |k-0=0| ¥-0 és INDET.
S50 Tol ¥ k ¥
D= ¥+t+¥-= Y .Y és Lg F:¥ Q:O gesINDET.
. o
1 = INDETERMINACIO 30 o K 0
0] — e - - A
-¥ - ¥ =-¥% — =0 — =¥ | — és INDET.
o = K 0 0
K representa un nombre diferent de zero
o i v
n 0 positiu  _ o . positiu  _ ;
©Q . _l¥ sia>1 1¥ es | © 010 O oPes |¥ ¥ | ¥0 s
8 D - {0 si a<1 | INDET. ' INDET. y negatiu _ () INDET.
8- Onegatlu —¥ O-¥ - ¥
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Es facil imaginar per qué diem que ¥ - ¥ és una indeterminacio.

Dit seriosament: La diferéncia o distancia entre dues variables que van a l'infinit
es pot mantenir, reduir, augmentar... depenent de les seves “velocitats” relatives
(disminuira si la segona aconsegueix una velocitat “lleugerament superior a la de
la primera”, es mantindra si mantenen la mateixa velocitat, augmentara fins a
fer-se infinita si la primera porta doble, triple... velocitat que la segona...).

Dit en pla “pel-liculer”: Mai no heu vist les persecucions “a tota pastilla” de tantes
i tantes pel-licules? Els bons (que van darrera) sempre acaben agafant els dolents
(que van davant); pero, que passaria si els dolents fossin més rapids que els
bons, o si tots dos mantingueren la mateixa velocitat...? (Per a que la “sensacio
d’infinit” sigui “real”, penseu en naus interestel-lars a velocitats superluminiques).

Dit molt seriosament: Veiem exemples de ¥ - ¥ amb resultats diferents.

¥-¥ ¥-¥
o 1o - . 1 ., & 16 -,
Iim ¢—- —= = Iim —=¥ lim ¢—- == = lim 0 =0,
x®0 aX X g X®0 X x®0 aX X g X® 0

¥-¥ 0/0
- | cos?x0 - . 1-cos®x - .. sin®x _
|m“_2 - > I:“ T:II —2:|m1:1
x®0 gsm X sin® X g x®0  sin“ X x®0 sin® x x®0

Els resultats proven que és un cas d’'indeterminaci6 perque el valor del limit depen
de les formules emprades “per a cada infinit” i no tan sols de “la forma” del calcul.

Es interessant observar que la resolucié6 de la indeterminacié passa per fer
operacions amb les formules que apareixen, com a resultat de les quals pot
desapareixer la indeterminacio, pot “canviar-se” per un altra (al tercer exemple
es canvia per una del tipus 0/0), fins que finalment, sovint com a consequéncia
d’'una simplificacid, desapareixen les indeterminacions i es troba el valor del limit.

En general, les indeterminacions sempre provenen de casos entremitjos entre
“formes” que tenen solucions diferents. Aixi, per exemple, 0-¥ seria el cas
entremig entre ¥ -k =¥ i k-0=0. Recordo novament que en I'expressiéo 0-¥ el

zero no és tal, és una variable que s’apropa a zero, i és de tot punt logic que el
producte d’'una quantitat “cada cop més minuscula” per una altra “cada cop més
gran” pot comportar-se de formes ben diferents, segons que “tingui més forca” la
variable que tendeix a zero, o la que tendeix a infinit. | no té per que prevaler la
regla “la multiplicacié per zero és zero”, perque no parlem del nombre zero!

I, per si no ho acabes d’entendre, van uns exemples (aquest cop, molt senzills):

0-¥ 0-¥
. e 10 - . . & 40 .
lim ¢X-—=* = lim 1=1 lim ¢X-—* = Iim 4=4
x®0e X g X® 0 x®0e Xg X® 0

0-¥ 0-¥
. & 16 - . . e 106 - | 1
Iim gxz-—+: Iim x=0 lim ¢x-—* = lim = =¥
x®0 & X g xX®0 x®0 & x2g x®0 X

Si per un moment t’ha semblat estranya la indeterminacié 0-¥ espero que ja
t'’hagis convencut que ho és i per qué ho és. Suposo que encara et semblaran
meés estranyes les tres ultimes (les indeterminacions exponencials) perquée la

temptacié de dir que 1¥ =1, o que ¥° =1, o que 0° =(qué?) és molt forta, no?

De moment, queda’'t amb la noticia de que sén indeterminacions, ja parlarem...
Bé: Per ara només parlarem de la 1a, pero aixo ja sera en el quart i ultim capitol.
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A PROPOSIT DELS LIMITS (I d’altres temes relacionats): 4a PART

(No és que m’hagi tornat boig: Ja ho eral!)

A més del limit d’'una funcié en un punt, existeix un altre tipus de limit que has de
coneixer: El limit d’una funcioé en el infinit (que pot ser en —¥ o0 en +¥).

Comenca per recordar un comentari que varem fer sobre I'aspecte de la grafica de la
funcié f(x) =1/ x per a valors cada vegades més grans de x (o sigui, tal com anem

seguint la grafica d’'esquerra a dreta i sortim del paper). Concretament, la grafica
s’acosta a I'eix OX, i aix0 s’explica pel fet que els valors de y s’acosten a zero.

Aquest comportament el descriurem dient que “el
limit de la funcié quan x tendeix a més infinit és
zero” (i passa el mateix si fem el recorregut amb
la vista de dreta a esquerra, sortint del paper per
la banda esquerra, cas que correspondria a un
limit en “menys” infinit). | escriurem:

. o El fet que la grafica s’acosti més i més a la recta

u horitzontal y = 0 (eix OX) s’expressa dient que

. la tal recta és una asimptota horitzontal de la
grafica de la funcié.

Amb aix0 ja hem vist dos dels tres tipus d’asimptotes que pot tenir una funcié. Faltaria
parlar de les asimptotes obliqles, pero aixo ho podeu estudiar al llibre.

Un advertiment: Potser tens la idea de que la grafica d’'una funcié no pot “tallar” les
asimptotes. Aix0 és cert per a les asimptotes verticals, degut a que apareixen en punts
on la funcié no esta definida (i si algu vol definir-la donant un valor aillat, tampoc no
aconseguira que la grafica “talli”... sera un afegit “inatil”!). Doncs, bé: La grafica pot
tallar una asimptota vertical, fins i tot infinites vegades (Pel-licula: La grafica, com una

anaconda, mirant d’escanyar I'asimptota, estrenyent-la més i més... ).

‘2 T . . . sinx
Exemple: Una funcié que fa aixo udltim amb la seva asimptota horitzontal és

Prou saps que la grafica de la funcié sin x oscil-la entre -1 i +1 quan x tendeix a infinit,
(i justament per aix0 sin x no té limit quan x ® ¥ ). be Ies deS|guaItats -l1£sinx £1

-1 1
és dedueix que — £ sin x £ — i, d'aquestes, que lim
X X X x®¥ X

—O, igual que els limits

de—1|—)

I/\ : Grafica de sin x
m us .

SN NSNS

no existeix

5 <. sin X
Grafica de
2 \4/5 8 1n 12 =TT 16 18 E — 22 2a I —
. sinx
lim =0
o X® ¥ X
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Les funcions racionals amb numerador i denominador del mateix grau sempre tenen
. . f . ax"+a, x"l++ax+ a
asimptotes horitzontals. Es facil provar que lim — n-1 - 1X 7% _ &

x®¥ b x" +b, x"t+...+bx+by, by

i, per aixo, larecta y = a, /b, és asimptota horitzontal de la funci6. Un exemple!:

¥ /¥ 2x2
. 2x% 2 2 2
lim =2 = |im — X =|im —£__=2=2
x®¥ x2 _ 4 x®¥ x?2 4 x®¥ 4 4 1
- T2
x2 %2 X

Observa que “ens traiem de sobre” la indeterminacié M dividint numerador i denomi-

nador per la poténcia de major grau que tenen en comd, i en el lloc dels infinits
apareixen nombres que ens donen el valor del limit. Aprén a fer-ho en casos similars.

A la pagina 7 esta la grafica d’aquesta funcié, amb I’'asimptota horitzontal ja marcada.
Només que ara, amb el que s’ha dit, ja saps que en té i quina és, abans de dibuixar-la.

Altres coses que pot fer la grafica d’una funcié quan x tendeix a infinit: Pot succeir que
els valors de y vagin augmentant de valor “sense barreres” (en “positiu” o “en
negatiu”, segons el qual es dira que tenen limit “més infinit” o “menys infinit”). Aixo és
el que passa amb les funcions polinomiques de grau no nul, ja que, en general,

lim (a,x" +a, x" 1t +...+a,) = +¥, segons que a, sigui positiu o negatiu. També
X® ¥

passa amb les funcions racionals amb numerador de major grau que el denominador.

Si aprens les regles que acabem de citar pots aplicar-les de memoria; si les vols
raonar, fes-ho igual que en aquests exemples:

¥-¥2
lim (x2 - 100x - 2000) = lim x2&- 19020000y ; _ y
X® ¥ X® ¥ é X X2 g
¥ /¥ 2x® | x oy 4

3 - 2 2 X+
lim 25X o gim X2 X2 i x =¥ -y
x®¥ x2 .4 ®¥ 2 4 x®¥ o 4 1

x? x? x?

Pel-licula . Es pot dir que el primer cas és una indeterminaci6 del tipus ¥ - ¥ , pero
“és una simple questio de graus...”. Es com al exercit: “On hi ha un sergent no manen

ni els caporals ni els soldats!”. El sergent “de ferro”, x?, mana avancar (anar cap a
“més infinit”), 100x i 2000 s6n 100 caporals i 2000 soldats que semblen partidaris de
retrocedir (anar cap “menys infinit”), pero guanya el sergent! (Per cert: Curiosa forma

de resoldre la indeterminacié traient “a la forga” factor comu “el de major grau”: x?).

El segon limit també es pot resoldre dividint numerador i denominador per x3
(Comprova que s’obté 2/0 =¥ ), o traient de tots dos (numerador i denominador)

factor comi x? i simplificant, o traient factor comt x* i simplificant... (Ves provant!)

Si ara repasses les pagines 6 u 7, potser entendras millor tots els resultats i exemples
que hi ha. | aix0 que he dit fa un moment de que “el grau mana”, aplica’l igualment als
resultats relatius al limit o comportament en l'infinit d’'un quocient de polinomis!

I els limits a l'infinit en altres funcions... ? Si mires les grafiques de les funcions

exponencials, admetras que, per exemple, quan a > 1, |lim a*=+¥ i Ilim a* =0
X® +¥ X® -¥

(que és justament el que volem dir quan escrivim a¥ =+ i a¥=0 pera a>1).
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I, per acabar ja amb els limits a I'infinit, només utilitzar-los per donar-te quatre
exemples senzills i més clars de per qué ¥ - ¥ és una indeterminacié (allo de la
persecucio de “naus interestel-lars” ), i no tan rebuscats com els de la pagina 15:

¥-¥ ¥-¥
lim ((x+3)- x) = |lim 3=3 Iim @2x- x) = lim x=¥
X® ¥ x® 0 X® ¥ x® 0
¥-¥
lim (x- x?) = lim x-(Q- X)= ¥-(-¥) = -¥
X® ¥ x® 0
* * *

Després de parlar dels infinits, cal dir quatre coses dels infinitésims, que son,
justament, “l'invers del que son els infinits”, és a dir, sén variables de limit zero (Ja
sabeu: 1/¥ =0, 1/0=¥). Dit d’'una forma intuitiva: “Infinitésim = infinitament petit”.

Exemples: sinx quan x ® 0, perqué Iim sinx =0
X® 0

CosX quan X ® p /2, perque (g)im/2 cosx =0 (pero noquan x ® 0)
X®p

1 e 1 R

— quan X ® ¥, perque Igr;é — =0 (perdo noquan x ® 0 o altre valor)

X x X

Igual que el resultat de comparar (dividir) dos infinits pot tenir diferents resultats, el
mateix passa amb la comparacido d’infinitesims (No sé si m’enteneu: En el fons estic
dient que “igual que ¥/¥ és una indeterminacio, 0/0 també ho és...” Val?).

Diem que dos infinitesims sé6n equivalents quan el limit del seu quocient és 1... Dit
amb absoluta precisio:

Dos infinitésims u(x) i v(X) son equivalents si lim M =
x®a V(X)

(En aquesta definicié cal entendre que u(x) i v(x) son infinitésims quan x ® a).

La utilitat dels infinitesims equivalents és que es poden substituir I'un per I'altre en el
calcul de limits, sempre que apareguin com a factor o divisor de TOTA I'expressi6, mai
si apareixen com a factors o divisors de només un terme, o com a terme aillat... I,
sincerament, aixo permet sortir del pas en el calcul de certs limits forca complicats.

Pero aquesta tecnica ja I'aprendras amb el llibre o als exemples i exercicis resolts que
et facilitem, aixi com unes quantes equivalencies d’infinitesims, sense les quals,
naturalment, tampoc no et serviria de res dominar la técnica!

Només volia fer esment d’'un dels més importants, el cas de x i sinx, quan x ® 0. Vull
dir que

. sinx
lim
X® 0 X

=1

pero cal entendre que igual hauriem pogut dir que

- 2 - 2 -
. - . 1
lim 30X -4 0 que lim sin(x® - 4) _ 1 0 que lim sin@/x) _ 1
x®0 x2 x® 2 (X2 - 4) x®¥ (1/x)

és a dir, podem aplicar la férmula sempre que l'arc al qual apliquem el sinus i el
denominador tinguin exactament la mateixa forma, i sigui realment un cas de “limit
sin x

zero” (Vigila no la caguis amb, per exemple, Ii(grl =0, cas que ja hem comentat).
X
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I, de com funciona aixo de I'equivaléncia, em limitaré @ a un exemple d'aplicacio a
aquest cas:

O_/O Sin% - Xg B_ X 5 1
lim Cos X = lim e—ﬂ = lim 2 = | u = = . =
xX® p/2 2X - p x® p/2  2X-p x® p/2 2X-p x® p/2 2:(2X - p) 2

on també hem aplicat una relacié entre les raons de dos angles complementaris que
hauries de coneixer (Si et costa d’entendre el calcul, tampoc és per desesperar-se!).

L . e ., sinXx . L.
Aix0 si: Com que potser recordis que la grafica de la funcid va sortir a proposit

de lo de “I'asimptota enrotllada” i alla no es veia cap discontinuitat al punt zero, et
tornaré a recordar lo de les “discontinuitats evitables” (i potser “invisibles”), que és el
que tens en aquesta funcio al punt zero:

f(x) = sinx :: f(0) no existeix :: lim sSINX 1 :: disc. evitableen x=0
X xX® 0 X
* * *

I ara si que acabo: Perdo no podia acabar sense parlar de la indeterminacié (ja
esmentada abans) 1¥ .

També costa creure que sigui una indeterminacio? Veiem:

Representa el “cas fronterer” entre a™ =+¥ quan a>1 i a¥=0 quan a<1.

Prou sabem que 1" =1 per a qualsevol valor de n, perd no cal oblidar que quan

diem “1¥ ” no parlem del “valor fix” 1, sin6 d’'una variable que s'acosta a 1... i es
tracta, doncs, d’'una “lluita” entre una base que s’acosta a 1 i un exponent que es

fa infinit, de forma que I'una empeny cap a 1 i I'altre cap a l'infinit (Pel-licula @:
“Duelo de titanes”, que ara no recordo com es deia en catala).

I potser tingueu alguna experiéncia (no gens “engrescadora”) amb el moén de les
hipoteques. Si no, pregunteu als germans majors, als amics que compren pisos...

Intento avisar-vos que, malgrat només apliquin un 4% als interessos del deute
quan us concedeixen un préstec hipotecari (fa poc encara era menys, un 3%!), i
si, per exemple, el préstec ascendeix a 300.000 € (50 milions de les antigues
pessetes) i tens 40 anys per retornar-lo, als 40 anys hauries de retornar

300000-1'04%° = 1440308 € (més 239 milions de pessetes)
Perque, al 4%, cada any que passa la quantitat que deus es multiplica per 1’04,

jaque C +4%deC =C +%-C =C+004:-C=C-(1+004)=C-104.
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Ho sabies? El deute quasi s’ha multiplicat per 5!

Estas pensant quina quota mensual representa aix0? Aleshores, tingues present
que cap banc esperara mai 40 anys a recobrar els diners prestats, ja has de
saber que comencen a cobrar mensualitats un més després de concedir la
hipoteca (o potser “esperin una mica” i comencin més tard) i, naturalment, de les
mensualitats que vas abonant ja NO et cobren interessos, només del deute
pendent, que poquet a poquet (i ben poquet!) va baixant... aix0 fa que les
mensualitats i el total pagat siguin sensiblement menors, pero, tot i aixi...!

En fi: Que no vull explicar-te ara el complicat mecanisme dels préstecs... Només
i i i molt
volia que t’adonessis del que pot arribar a ser [1 i escaig (poquet)]

Pero també ha quedat dit que de la “lluita” entre una base que tendeix a 1 i un
exponent que es fa infinit pot resultar qualsevol cosa...

I, en definitiva, per resoldre els limits amb la forma indeterminada 1* , en principi
només cal saber el resultat d’'un d’aquest limits, sens dubte el més elemental de tots:

16 .
Iim 8?[ +-% =e 0, equivalentment, Iim @+v)V =e
u® ¥ e Uﬂ VR® ¥
on I'anomenat nombre “e” té un valor irracional 2’718281... i, junt amb el nombre p

formen la parella més important de nombres irracionals del calcul: Si el nombre p
apareix en la immensa majoria de calculs de longituds, arees i volums de cossos
“rodons”, e apareix en tots els calculs relacionats amb el creixement exponencial (ja
ho aniras veient en el futur si continues estudiant matematiques). En castella es diu:
”p y e forman el verdadero pie sobre el que se apoya todo el calculo diferencial” (Ja sé
que és un acudit forca dolent, no cal riure!).

Pero inclis seran més utils les formules “lleugerament ampliades” a
1

U v
, k i '
Iim ff[ + X2 -k 0, equivalentment, Iim @+kv)V = ek
u® ¥ @& Ug ve¥

I, respecte de com aplicar les formules deixeu-me dir que, senzillament, buscant la
forma de posar allo que tenim a la base i que té limit 1 en la forma “1 + infinitésim”,
col-locar a I'exponent I'invers del infinitesim (aixi, “a lo béstia”, pero multiplicat pel seu
invers, que és com si no haguéssim modificat res.... AAAAAAAH!) i... UN EXEMPLE!:

. 3X ..
. a@#lX+50 . ¥ N g EIX+50 . .
= ——— = | = +¥
Xlgrl gmﬂ te laforma 1° perque Xlgrl g4x+2g b lim (3x)
+ + ik =3
4x*5 quedara en la forma 1+5 fent k_4x+5, 1= 3 ® j
4x +2 u u 4x+2 4xX + 2 TU=4x+2
Ara, “a lo bestia”, fem:
3x
. 3X .3X (4x +2)
A #J#X+50 . 3 07 _ 3 4X +2 _
| C———~ = lim + < = 1lim + =
xé@nl g4xX +2 4 X® ¥ gi 4X + 24 X® ¥ gi 4AX + 24
3x
é AX +20ax +2  , ,.3/4
- 3 9 " 30 9/4 _4_9
= lim €& + : a = & e =ve
X® ¥ gg 4x + 25 H e

I aix0 és tot, encara que al llibre i a les activitats trobareu alguna coseta més! Pero, si
amb aix0 heu tingut prou per entendre bé els limits, ja em faré creus!
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