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Serie 5
1. Siguinr i s les rectes de R3 d’equacions
z—3
2
x—3 y—2 z+1
I R T
a) Estudieu el paral-lelisme i la perpendicularitat entre les rectes r i s.

rix+5=y—-5=

[1 punt]

b) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del plan
que conté la recta r i és paral-lel a la recta s. Calculeu la distancia entre la recta
s i el pla r obtingut.

[1 punt]

Resolucio:
a) Els vectors directors de les rectes r i s son v, = (1,1,2) i vy = (2,3, —1).

. , . . , s , 1 1 2
Els vectors v, i vg no son proporcionals, ja que un no eés maltiple de I’altre (5 L F _—1)

i per tant les rectes [r i s no sén paral-leles,.

El producte escalar dels dos vectors directors és v, vy =1-2+4+1-34+2-(-1) =
3 # 0 per tant les rectes i s no sén perpendiculars|.

b) Si el pla © ha de contenir la recta r aleshores v, = (1,1,2) sera un dels seus
vectors directors i el pla = haura de passar pel punt de la recta P. = (—5,5,3). Per altra
banda si el pla = ha de ser paral-lel a la recta s aleshores v, = (2,3, —1) sera també un
dels vectors directors del pla.

Aixi doncs, I’equacio general del pla r s’obtindra de la igualtat:

x+5 1 2
y—-5 1 3|=0
z—3 2 -1

Quan desenvolupem obtenim (x + 5)(=7) — (y —5)(=5) + (z—3)1 = 0.

Amb el que tenim {m: — 7x + 5y + z = 63|

Com que el pla  és paral-lel a la recta s,
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d(s,m) =d(P,m) =d((3,2,—1),—7x+ 5y +z— 63 = 0)
I(=7)-3+5-2+(-1)—-63] 75 —

= = = 5 = 5 N

J(=7)2 +52 + 12 V75 ’ V3

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,5 punts per I’estudi de paral-lelisme.
0,5 punts per I’estudi de perpendicularitat.
Apartat b)
0,25 punts per la identificacio dels vectors directors del pla.
0,25 punts per I’equacio general del pla.
0,25 punts pel plantejament de la distancia a partir d’un punt qualsevol de la
recta.
0,25 punts pel calcul de la distancia d’un punt a un pla.
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2. Siguin les funcions f(x) = ewaer ig(x) =+V3x + 4.
a) Determineu el domini i el recorregut de la funcio g.

[1 punt]

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les dues funcions son
tangents (és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’abscissa x = 0.

[1 punt]

Resolucié:

a) g(x) = +V3x + 4.

Per tal que un punt, x, sigui del domini de la funcié g només cal que el radicand sigui

o z . 4 4
positiu. Es a dir|{Dom(g) ={xe]R|3x+420}={xe]R|x2 —g}z [—§,+oo),

Una ordenada y sera del recorregut de la funcié g, sempre que es pugui obtenir del
calcul de la imatge per g d’una abscissa x, és a dir y = ++/3x + 4. Per tant seran aquells
valors positius de y per als quals la igualtat y = ++/3x + 4 té soluci6 per a x. Perd
operant la igualtat obtenim que per a qualsevol y positiu sempre podem aillar la x com a

yi-4
x = =——. Pertant, |Rec(g) = [0, +0) |

b) Per tal que les dues funcions siguin tangents en x = 0 s’ha de satisfer f(0) =

g(0)i f'(0) = g'(0).
Calculem les expressions de les funcions derivades:
1
f'G) = 7 ae™
) =
X) =—F/—
g 2V3x + 4
Per tant £(0) = g(0) = % =2=[b=7]

1f'(0)=g'(0)=>7=;=[a=3]

3
4
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Pautes de correccio:

Apartat a)
0,5 punts pel domini.
0,5 punts pel recorregut.
Apartat b)
0,25 punts per la derivada de f.
0,25 punts per la derivada de g.
0,25 punts per la igualtat d’imatges i calcul de b.
0,25 punts per la igualtat de pendents i calcul de a
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3. Considereu el sistema d’equacions lineals

mx—y = m
{3x+(m—4)y = m+2PerameR.

a) Discutiu el sistema d’equacions per als diferents valors del parametre m.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema en aquells casos en que el sistema sigui compatible.

[1 punt]
Resolucio:
a) La matriu de coeficients, A, i la matriu ampliada, A’, associades al sistema son:
(3 o almi2)
3 m—4Im+2
rang(Ad) =2 © |m -1 | # 0
3 m-—4
m -1 1_ > _ _ _ _
3 m_al =M 4m+3 =(m—1)(m — 3).
e Cas |1 Si m=#13=|Al#0=rang(Ad) =2 =rang(4’) = nombre

d’inconites i per tant el sistema és Compatible Determinat.
e Casll: Sim = 1, la representacié matricial és
(1 -1 1)
3 =313
i per tant tenim rang(A) = rang(A’) =1 i aleshores el sistema és Compatible
Indeterminat amb (2-1=1) 1 grau de llibertat.
e Caslll: Sim = 3, larepresentacio matricial és
G 2ls)
3 -—1I5
que correspon clarament a un sistema incompatible ja que la primera equacié demana
3x —y = 3, mentre que la segona demana 3x —y = 5.

En resum:

Sim # 1, 3, el sistema és Compatible Determinat
Sim = 1, el sistema és Compatible Indeterminat amb 1 grau de llibertat
Sim = 3, el sistema és Incompatible.

b) Hem de trobar la solucié perals casos I: m = 1,3 i ll: m = 1.

Casl:m=+1,3
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Com que la matriu de coeficients és quadrada i |A| # 0, podem resoldre directament el
sistema pel métode de Cramer.

m -1
lm4+2 m—4l mM—-4m+m+2 m*-3m+2 (m-1D(m-2)

x_(m—l)(m—B)_ (m—-1D(m-3) @m-1Dm-3) (m-1)(m-3)
m-—2
“m-3
m m
3 |3 m+2| - m*+2m-3m  m?’-m  (m—1m
y_(m—l)(m—3)_(m—1)(m—3)_(m—l)(m—S)_(m—l)(m—3)
m
“m-3

N

Per tant, per a cada valor de m # 1, 3 el punt solucié del sistema és (m—_ mi_) .

m-— 3

w

Casllim=1

En aquest cas el sistema queda reduit a una Unica equacio x —y = 1, ja que la segona
equaci6 queda mdaltiple de la primera.

Els punts solucid del sistema sén de la forma | (x, x — 1)

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts pel plantejament matricial i calcul del determinant.
0,25 punts pel cas I.
0,25 punts pel cas II.
0,25 punts pel cas IlI.
Apartat b)
0,25 punts pel plantejament de Cramer en el cas I.
0,25 punts pel desenvolupament del cas I.
0,25 punts per la solucid final del cas I.
0,25 punts pel cas I1.
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4. Sabem que una funcio f té per derivada la funcio
f'(x) = Bx — 2)*(x — 2).

a) Calculeu els valors de x en que la funci6 f té un maxim relatiu, un minim relatiu
o un punt d’inflexid, i indiqueu en cada cas de que es tracta.

[1 punt]

b) Determineu la funcid f sabent que s’anul-la en el punt d’abscissa x = 2.

[1 punt]
Resolucio:
a) Els punts candidats a ser maxim relatiu o minim relatiu son els zeros de la funcié

derivada f'. Si igualem la derivada a zero veiem que s’anul-la en els punts d’abscissa

2.
x=-lx=2.
3
Per a classificar els punts candidats farem servir la funcid derivada segona.

f'(x)=2-3-Bx—2)(x—2)+(Bx—2)?2=0Bx—2)(6x —12+3x—2)
= (3x — 2)(9x — 14).
Com que f"'(2) = 16 > 0, per tant en x = 2 la funcio té un minim relatiu.

2 f . .
Com que f" (g) = 0, no podem concloure que sigui un extrem relatiu.

Els punts candidats a ser inflexié sén aquells punts que anul-len la segona derivada.

. 14

Quan resolem f"' = 0, obtenimx ==-ix = 5

wIiN

En els dos casos es tracta de punts d’inflexio ja que la segona derivada canvia de signe.
, .- y: 2 , . y: 2 14\ .
En efecte, f'' és positiva a I’interval (—oo, E) , €S negativa a I’interval (5,;) i torna a

. - 14
ser positiva a I’interval (?, oo).

En resum:

En x = 2 la funci6 té un minim relatiu

2 14 Ss s - L,
Enx = Slx== la funcid té punts d’inflexio.
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b) Per a determinar la funcid f calculem una primitiva de la funcio f':

f(sx —2)2(x — 2) dx =

9
= j(9x3 —30x%+28x —8)dx = Zx“ —10x3 + 14x%2 —8x + C.
| podem determinar la constant C sabent que f(2) = 0.
Es adir, tenim que 22* — 10 - 23+ 14-22-8-2+C = 0,d’'on C = 4
Aleshores

9
f(x) =Zx4 —10x3 + 14x? — 8x + 4|,

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts per la identificacio de candidats a extrem relatiu.
0,25 punts per la derivada segona.
0,25 punts per la classificacio dels extrems relatius.
0,25 punts pel punt i classificacio de la inflexid.
Apartat b)
0,25 punts pel plantejament a partir del calcul d’una primitiva.
0,5 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts pel calcul de la constant d’integracio.
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5. Donats els vectorsu = (2,—1,0),v = (—1,3,4) iw = (0,3a — 1,4a).
a) Calculeu els valors del parametre a perque els vectors u, v i w siguin linealment
dependents.

[1 punt]

b) Calculeu els valors del parametre a perqué que un tetraedre d’arestes u, v i w
tingui un volum de 2/3 unitats cubiques.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per tal que els vectors u, v i w siguin linealment dependents, la matriu quadrada

d’ordre 3 formada pels tres vectors ha de tenir rang menor de 3, és a dir que el seu
determinant s’ha d’anul-lar.

2 -1 0
-1 3 3a-1[=24a-8Ba—-1)—4a=8—4a.
0 4 4a

Per tant el rang sera inferior a 3 només quan 8 — 4a = 0, és a dir[a = 2]

b) El volum d’un tetraede d’arestes u, v i w es calcula amb I’expressié
V==\luvw
2|l v,w|
.. . , ., |8-4 2 . .
Aixi doncs tenim I’equacio % =5 6sa dir |8 — 4a| = 4, que segons el signe de

I’expressio de dins del valor absolut déna lloc a dues diferents equacions.

. Si8—4a>0=>8-4a=4=[a=1]
. Si8—4a<0=>8—4a=—4=[a=3]

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts pel plantejament de la dependencia en termes de determinant.
0,5 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts per la resolucio de I’equacio.
Apartat b)
0,25 punts per la formulacio del volum.
0,25 punts pel plantejament de I’equacio.
0,25 punts per la primera solucio.
0,25 punts per la segona solucio.
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6. Considereu I’equacio matricial X - A = B, on

1 -1 1

A=<a -3 a—1>i B=(7 2 )
-1 0 1

a) Per aquins valors del parametre a I’equacié matricial té una solucié unica?

[1 punt]

b) Trobeu la solucio X que satisfa I’equacié matricial quan a = 3.

[1 punt]
Resolucio:
a) De la igualtat X - A = B com que A és una matriu 3x3 i B és una matriu 2x3,

aleshores X sera una matriu 2x3.

Demanar que la matriu X sigui Unica implica que cadascuna de les files de la matriu X
ha de ser la solucid, també Unica, del sistema de 3 equacions lineals amb 3 incognites
resultant del producte X - A = B. Aquest sistema 3x3 té per matriu associada la matriu
trasposada de la matriu A, i per terme independent cadascuna de les files de la matriu B.
Per tant, el sistema sera compatible determinat si i només si el determinanat de la matriu
A és diferent de 0.

Si igualem el determinant a 0 tenim:

1 -1 1 7
-3 a—1=—3+a—1—3+a=2a—7=0@a=§.
-1 0 1

Per tant, si a # % = |A| # 0 i aleshores la matriu A admet inversa, A™!,iX =B - A~1.

Observacio: L’argumentacid inicial també es pot substituir de forma alternativa per
demanar directament la condicié suficient d’inversio de la matriu A i després estudiar

. 7
particularment el cas a = >

1 -1 1
b) Quana = 3tenimA = ( 3 -3 2). Calcularem A= idesprés X = B - A™L.
-1 0 1

) 1—3—5—3f3—1—1
A‘lzmAdjtz_—l 1 2 1] =5 -2 -1

1 1 0 3 -1 0
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| per tant,
3 -1
_p.oga-1_ ("3 —2 -4 _
x=p-a=(7 7 5)(§ -

Pautes de correccio:

Apartat a)

Matematiques

Go L6 )

0,25 punts per I’argumentacio a I’entorn de la resolucié de dos sistemes

d’equacions.

0,25 punts per demanar que el determinant no s’ha d’anul-lar.

0,25 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts pel resultat final.

Apartat b)
0,5 punts pel calcul de la matriu inversa.
0,5 punts pel producte matricial final.




