RESOLUCIO PROBLEMES PAU ANALISI | (2005-2009)

1. Trobeu els maxims i minims relatius de la funcié flx) = 6x° — 15x* + 10x°.

e

Resolem f'(x)=0:

30x* —60x" +30x° =0 < 302 (x’-2x+1)=0 o 30x’(x-1)"=0.
Les arrels son x =(; x =1, cada una doble. Per classificar maxims i minims, podem
fer servir els signes de /" al voltant de cada un dels punts candidats a maxim o
minim. En aquest cas, com que f'(x) =30x’ (x—])l >( peratot x, la funci6 és
sempre creixent i, per tant, no hi ha ni maxims ni minims. El criteri de la derivada
segona també es pot fer servir: f"(x) =120x’ —180x" + 60x = 60x(2x* =3x +1).
Tenimque f"(0)=0i f"(l1)=0. Per tant, hem de calcular la derivada tercera,
£™(x)=360x" =360x+ 60 = 60(6.r3 -06x+ l) .Tenim fM0)#0i f"(1)#0,en

consequencia, tanta x=0 coma x=1 no hi ha maxims i minims sind que hi ha
punts d'inflexio.

2. Sigui la parabola y = 2x* + x + 1 i sigui A el punt de la parabola d’abscissa 0.

a) Trobeu I’equaci6 de la recta tangent a la parabola en el punt A.
b) En quin punt de la parabola la recta tangent €s perpendicular a la recta que heu trobat
en I’apartat anterior?
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a) [1 punt] El punt A4 té coordenades (0,1). El pendent de la recta tangent

sera y'(0)=1. Larecta tangentés y—1=x.
b) [1 punt] La recta tangent en un punt qualsevol (a,2a2 +a+ 1) té pendent
y'(a)=4a+1. Per tal que aquesta recta sigui perpendicular a la de I'apartat

a) que té pendent 1, s’ha de complir que 1-(4a+1)=-1< a= -—%. El punt

demanant, P, té coordenades (——]2-,1).

X =4x +1

3. Trobeu el domini i les asimptotes de la funcié definida per f(x) = ——

El domini de la funcié és (—eo,1) J(1,2°).
La funcié té per asimptota vertical la recta x =1, corresponent a la discontinuitat.
D’altra banda,
_ f(x) . xX*—4x+1
Ilm —= I|m _— =
oo X xote X2 — X
Per tant, y=x-3 és una asimptota obliqua a dreta i esquerra.

—3x+1=_3.
x-1
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4. Considereu la funcio f (x) =x' + ax’ + bxX’ + cx + 7.

a) Calculeu c¢ sabent que la seva recta tangent en el punt d’'abscissa x = 0 és
horitzontal.

b) Per al valor de c trobat a I'apartat anterior, calculeu ai b sabent que aquesta
funcio té un extrem relatiu en el punt d’abscissa x=-2ique talla I'eix OX quan
x=1.

c) Per als valors obtinguts als altres apartats, calculeu els intervals on la funcié
creix i decreix, els seus extrems relatius i feu una representacioé grafica apro-
ximada.




a) La condicié equival a demanar f'(0)=0. Com que f'(x)= 4x° +3ax® +2bx + ¢, llavors
c=0.

b) La condici6 d'extrem relatiua x=-2 és f'(-2)=0, és adir, -32+12a-4b=0.
La de tall a I'eix OX quan x=1 correspona f(1)=0 i, pertant, 1+a+b+7=0.

Per tot aix0, cal resoldre } que té per solucié a=0,b=-8.

a+b=-

c) Els calculs anteriors condueixen a f(x)=x4—8x2 +7, que té per derivada

f'(x)=4x> —16x. Per trobar els extrems relatius es resol f'(x)=0 que té per solucions
x=0, x=-2, x=2. La derivada és positiva a (-2,0) U (2,)i la funcié creix en aquesta regio.
La funcié decreix en els intervals en qué la derivada és negativa, és a dir, dins
(=,-2)U(0,2).

Considerant els signes de la derivada, es pot afirmar que a x=-2 i a x=2 hi ha minims
relatius, mentre que a x =0 es troba un maxim.

Maxim relatiu: ( 0,7) . Minims relatius: ( -2,-9) , (2,-9).

La grafica és
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de la recta tangent a la seva grafica pel punt d'abscissa x = 0. Trobeu si hi ha
altres punts en els quals el pendent de la tangent sigui igual al que s’ha obtingut.

5. Considereu la funcié definida per f(x) = . Calculeu quant val el pendent

. : s X°A2% 1 s :
En primer lloc es calcula la derivada de la funcio, f'(x) = W . Ara només resta calcular '(0),
X+
que proporciona un pendent igual a —1.
. X% +2x-1 , g
Per veure si hi ha altres punts, cal resoldre ﬁz— =—1 que, operant, es transforma en I'equacio
X+

de segon grau 2x? +4x=0. Les solucions s6n Xx=-2 i x=0. Aquest ultim és el punt estudiat a la
primera part de la questio.




6. Donada la funcid f(x) = g-C+ux
a) Trobeu el seu domini i les possibles interseccions amb els eixos.
b) Trobeu els intervals on creix i decreix i els extrems relatius.
c) Trobeu les possibles asimptotes.
d) Feu la representacio grafica aproximada de la funcié.

a) El domini de la funcio és tot R .

e

Com que € =0 no té solucid, la funcié no talla I'eix horitzontal.

Donat que f(0)=1, la funci6 talla I'eix vertical en el punt (0,1) .

2
b) La derivada és f'(x)=e™* *2¥(-2x + 2)= g X>+2x (1- x) . Uavors, la derivada només s'anul'la

quan x=1. Per qualsevol valor de x inferior a 1 la derivada és positiva i en qualsevol superior és
negativa; per tant, la funcié creix a (—eo,1), decreix a(1,) i, com a consequéncia, el punt (1,€) és un
maxim relatiu.

-x242x : s -x242x

c) lime = lim e
X0 X—>—oo

funcio no té altres asimptotes.

=0. Per aixd y=0 és asimptota horitzontal en ambdés costats. La

d) La representacio grafica és
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7. Siguif: R — R la funci6 definida per f(x) = e* (ax + b), on ai b s6n nombres reals.
a) Calculeu els valors de ai b per tal que la funcié tingui un extrem relatiu en el
punt (3.¢%).
b) Per als valors de a i b obtinguts, digueu quin tipus d’extrem té la funcio en el
punt esmentat.




a) Si en el punt (3, e®) hi ha un extrem relatiu, sabem dues coses: f(3)=¢® i f'(3)=0. La

derivada de la funci6 és f'(x) = e*(ax+ b+ a); llavors, ens queda

f(3)=¢® - e’(3a+b)=¢€°
f'(3)=0 e*(4a+b)=0

Com que e® #0, el sistema a resoldre és

3a+b=1
4a+b=0

que té com a soluciéo a=-1i b=4.

b) La derivada segona és f"(x)=e*(2- x). Trobem el seu signe quan s’avalua en x=3:

f*(3)= -€%<0. Pertant, en x=3 hi ha un maxim.

8. Calculeu els valors del parametre a, a = 0, que fan que les tangents a la corba
d’equaci6 y = ax" + 2ax’ — ax + 1512 en els punts d’inflexi6 siguin perpendiculars.

Primerament es calculen les derivades primera i segona de la funcié
f(x) = ax* + 2ax® —ax +1512 que defineix la corba donada.

f'(x)=4ax® +6ax’*-a, f"(x)=12ax*+12ax.
La condicié de punt d'inflexié és que la derivada segona s’anul-li,
12ax* +12ax =0 —12ax(x+1)=0,

que proporciona les solucions x =0 i x =-1. En tots dos casos es pot comprovar que la
derivada tercera no és nul-la i, per tant, corresponen a abscisses de punts d'inflexid.

Els pendents de les rectes tangents en els punts d'inflexié valen

f'(0)=-ai f'(-1)=a.
Si les rectes han de ser perpendiculars s’ha de verificar que el producte dels seus pendents
valgui -1, és a dir

-a-a=-1-a==1.

9. En quin punt la recta tangent a la funcié f (x) = x - e* és paral-lela a I'eix d’abscisses?
Escriviu I'equaci6 de la recta tangent en aquest punt.

La recta tangent sera horitzontal quan la derivada valgui zero. Per tant
f'(x)=€"+xe* =0—- e*(x+1)=0—- x=-1.

Llavors, quan x =-1 la tangent és horitzontal i donat que f(-1) = -1, el punt de tangéncia

? 24y ; i & . 1
és (-1,-e 1) i la recta tangent demanada té per equacio y =-e ' obé y=-—.
e



10. Considereu una funcio6 tal que la seva representacié grafica a I'interval (-3, 3) és la
seglient:

a) Determineu les abscisses dels punts extrems (maxims i minims) relatius.

b) Estudieu el creixement i decreixement de la funci6 a l'interval (-3, 3).

c) Feu un esbés de la grafica de la derivada d’aquesta funci6.

d) Sabent que la funci6 és de la forma f(x) = ax* + bx’ + ¢, trobeu de quina funci6
es tracta.

a) Es facil observar que els maxims relatius es troben quan x=-2 i x=2. El
minim relatiu té abscissa x =0.

b) D’acord amb la grafica, la funcio és
e creixenta (—3,-2)U(0,2).

e decreixenta (—2,0)J(2,3).
Graficament,

(-3,-2) (-2,0) 0,2) (2,3)

c) La grafica de la derivada és




d) Sabem que f(—2)=1, f(2)=1, f(=2)=0, f(2)=0, f(0)=0 i £(0)=—1.
Es a dir, tenim el sistema lineal

16a+4b+c=1
16a+4b+c=1
—32a—-4b=0 | que té per solucions a=-1/8, b=1ic=-1.
32a+4b=0
c=-1

O sigui, que la funci6 és f(x) = —x*/8 + x* —1.

11. Trobeu els valors dels parametres a i b per tal que la funcié segiient sigui continua
i derivable en x = 2.

X>+bx+5 si x=22

2 .
f(x)={ax +2x+3 si x<2

Per a qué la funcio sigui continua en el punt x = 2, cal que els limits laterals existeixin,
coincideixin i siguin iguals al valor de la funcio en el punt.

lim f(x) = lim (ax?* +2x+3)=4a+7,
A

X—2" X—

lim f(x)= lim (x® + bx+5) =13+ 2b.
X—2" X—2"

f(2) =13 +2b

Aixi, ens queda que la funcié és continuaen x=2 siisolsi 4a+7 =13+ 2b.
Per estudiar la derivabilitat, busquem les derivades laterals en el punt 2,

fl(x)=2ax+2=f(2)=4a+2; f(x)=3x2+b=f(2)=12+b.

La funcio és derivable en el punt x=2, sii sol si 4a+2=12+ b. Arribem aixi al
sistema

4a-2b=6
4a-b=10

, b=4.

N~

que té per solucié a=

12. Digueu per a quin valor de x la recta tangent a la corba y = In(x* + 1) és paral-lela a
la recta y = x. Escriviu I'equaci6 d’aquesta tangent.




El pendent de la recta tangent ha de valer 1. Per tant, cal igualar la derivada de la
funcié f(x) = In(x?> + 1) a aquest valor.

f'(x) = % =1e2x=x+1e x=1.

T2 1

L'equacio6 de la recta tangent és y = x —1+1In(2).

13. Considereu la funcié f(x) = ax* + x + b (a, b € R). Trobeu els valors de a i b que fan
que la recta y = 2x + 1 sigui tangent a la grafica de f quan x = 1.

Si la recta donada és tangent a la grafica de la funci6 f, es pot assegurar que
f()=y(1)=2-1+1=3. Amés a més, f'(1)=2. Utilitzant aquestes dues igualtats, i observant

que f'(x)=2ax+1, s’arriba al sistema

a+b+1=3
2a+1=2
que té per solucio a—1 i b—g
2 2
X . aX X -X
14. Donades les funcions f(x) = = 26 i g =2 J;e -

a) Comproveu que [g(x)]* - [f(x)]* = L.

b) Comproveu també que f'(x) = g(x) 1 g'(x) = f(x).

¢) Comproveu que f(x + y) = f(x) - g(y) + f(y) - g(x).
f(x)

d) Calculeu lim =) dividint per e* el numerador i el denominador; amb un pro-
X—»® g X

cediment similar (pero no igual), trobeu lim %
X—-x g X

a) Es tracta simplement de fer les operacions indicades,

e + e~V [e"—e"‘ 3

(g F = [f(0f =| 5 >

_@;2"+2<—J"e"‘+e‘2"_ez"—2e"t=,""~}-e‘2"_4e""‘_4-1_1
= 4 4 T

b) Recordant les propietats de la derivada, tenim

_Hlef—e*| De*-e*) e -e (1) e +e*
e Df(x)=D 5 = 5 = 5 " = g(x)
. _Hle+e*| _De*+e*) e*+e* - (—1) e*—e*




exty — e—(x+y)

2
fent els calculs del membre de la dreta de la igualtat

c) Observem que f(x+ y)=

. Intentarem arribar a aquesta expressio

X—eg™* =Y Voo ooy ¥ X _X
f(X)‘Q(}’)+f(y)-g(x)=e e* ¢ +e e

2 2 2 2
ex+y + XY g Xty u g5y ey+x + Y= gtk g=¥=X
= 2
4 4
20Xty _2g= XY Xty — e—(x+y)
= 2 = > = f(x + y).

d) El calcul d’aquests limits no es pot fer utilitzant la regla de 'Hépital degut a que la
derivada de la funcio exponencial és ella mateixa. La forma de calcular-los consisteix
en dividir numerador i denominador pel factor adequat (aquell que fa que el quocient
sigui una indeterminacid del tipus oc/oc). Aixi,

e"—e*
) _ oy & _ X 1—e‘2"_1+0_1
im0 g(X)  xoxeX e ¥ xox gf e ¥ xooipeX 1-0
eX
e —e*
im fX) _ g-e*_ . ex e‘?"—1_0—1__1
x—-xg(X)  x—-xeX fe X x—o-x @ 4@ X  x——xgX i1 0417
o= X

15. Sigui f(x) =2x’ = x>+ 3x + 1. Donades lesrectesr: y=x+2 i rpy=7x-2:
a) Expliqueu, raonadament, si alguna de les dues rectes pot ser tangent a la corba
y = f(x) en algun punt.
b) En cas que alguna d’elles ho sigui, trobeu el punt de tangencia.

a) Una recta i una corba soén tangents en un punt si les dues passen pel punt i1 tenen el mateix pendent
en ell. El pendent de la corba en un punt és el valor de la derivada de la funcié en el punt. Calculem
aquesta derivada: f'(z) = 6z% — 2z + 3.

La recta r; pot ser tangent a la corba si i sol si existeix algun valor de = per al qual f'(z) =1 (que és

el valor del pendent de r1). Com que I'equacit 62% — 22 + 3 = 1 no té solucions (reals), la recta r; no
pot ser tangent a la grafica de f(z).

Paral-lelament, la recta 75 pot ser tangent a la corba si i sol si I'equacié 622 — 2x + 3 = 7 té alguna
soluci6. Com és facil veure, aquesta equacié admet com a solucions z = 1 i x = —2/3. Per tant, la
recta ry pot ser tangent a la grafica de f(z).

b) Per =1, la funcié val f(1)=2—-1+3+1=51ilarectar,, y=7—2=0>5; o signi, tant la corba
com la recta passen pel punt (1,5). Aquest és el punt de tangéncia.

Per z = —2/3 tenim que f(—2/3) = —55/27 1 y(—2/3) = —20/3, la qual cosa indica que la recta i la
corba, en aquest cas, no son tangents.

Les segiients grafiques il-lustren la situacié de la funcio i de les rectes donades.




En la de I'esquerra tenim la posicid de la funcié f(z) i r1. veient-se clarament que no poden ser tangents.
En la de la dreta, la recta ry és tangent a la grafica de f(z) en el punt (1,5); la recta 7/, és parallela
a r2 (és a dir, té el mateix pendent) passant pel punt (—2/3, —=55/27), pero, evidentment, no és ry.

16.

2x°

Considereu la funci6 real de variable real f(x)=

a) Trobeu-ne el domini.

b) Calculeu I'equacié de les seves asimptotes, si en té.

¢) Estudieu-ne els intervals de creixement i de decreixement, aixi com les abscisses
dels seus extrems relatius, si en té, i classifiqueu-los.

a) No s6n del domini solament els valors de la variable 2 que anul-len en denominador. Per tant,
Domf =R\ {-1,1} = (—o0,—1) U (—1,1) U (1,400).

b) Asimptotes verticals. Com que

it 223 -1 # 273 -1 o

m -5 =—-—7T=—-00, Im =—a—=—=10,

z—-1-2—1 0t ' aa—1+22 -1 0~

podem assegurar que la recta r = —1 és una asimptota vertical. Paral-lelament, es comprova que z = 1

també és una asimptota vertical.

Asimptota horitzontal. El fet de queé 11{11 flx) = ¢ (ja que el grau del numerador és major que el grau

del denominador), ens assegura que no hi ha asimptota horitzontal.

Asimptota obliqua. Es de la forma y = mz + b amb m = ,,.li,m
cas.

flz )1b—£111n[f( )—mx). En el nostre

3 3
g T o 5 b=1fm(2”1—2z)=0.

r—00 73 — r—o0 \ 72

Aixi, tenim asimptota obliqua, d’equacié y = 2.

¢) La derivada de la funci6 és f'(z) =

2(:1'2—6-;'2 que val zeroquan z = 0, z = —V3 0 ¢ = V3.

Marquemn, a la recta real, els punts que anul-len la primera derivada i els que no séou del domini,

3 = 0 1 V3
10




Aixi, la recta real queda dividida en sis intervals: (—oo, —V3), (=v/3,=1), (=1,0), (0,1), (1,V/3) i
(v/3, +00). Busquem el signe de la primera derivada en un punt de cada un d’aquests intervals,

f(=2)>0; f(-1,5) <0; f'(-0,5) <0; £(0,5) <0; f(1,5)<0; f'(2)>0.
L’esquema de signes per la primera derivada és
+ : - = — = L +
3 =4 0 1 V3

B
.
-

Per tant, la funcié f(z)
= é&s creixent a (—00, —v/3) U (V3. +):
» és decreixent a (—=v/3,=1)U (=1,1) U (1,v3);
» té un maxim quan r = —V/3;

® té un minim quan = = /3.

Encara que en el problema no es demana. la grafica d’aquesta funci6é (amb indicacié de les asimptotes)
és, aproximadament,

11



