Matematiques Il Batxillerat Reforg¢ sobre limits

INDETERMINACIONS

Si considerem -0 i +o com una extensio dels nombres reals ‘R, podem definir les
operacions seguents en els casos d'operacions amb limits de funcions:

a+o—>+0w|ag-0—>—-0| 0o+0—>0 [0—0—>7?

a- o — 1o a-0->0 00>+ | 0-0>?

L Lo 2 tw 9—>0 9—>?
a 0 a 0
2—>O L tw 250 SNy
o0 0 o0 o0

. . L, 0
Per tant tenim els casos d’'indeterminacio: | o —oo | o0 6

818

També podem establir el comportament amb poténcies

)
Sio<a<i= 1% 7
a’ oo
Sioa>1= ¢ 7%
a’—>0

| tenim els casos d'indeterminacio seguients: |’ [0” [ 0% |17

INFINITESIMS

Recordeu que un infinitésim, quan x —a (xtendeixaa ), és una funcié que compleix
la seguent propietat: lim f(x)=0.

Dos infinitésims es diuen equivalents, quan x —a, si lim%:l i s'escriu que
X —a g x

f(x)=g(x) si x >a

Exemples d'infinitésims equivalents:

sinx = x Igx~x arcsinx = x

Quan x — 0 2
e'=l+x | In(l+x)=x cosxz1—7

Quan calculem el limit d’'una expressio que sigui indeterminada, podem substituir
qualsevol terme per un infinitésim equivalent i el limit no varia:

1) lim quan x —0

In1+2x) 0 . 2x 2. In(1+2x) = 2x
——=—=1 jaque
x=0 sin(3x) 0 x-03x 3

- sin(3x) ~ 3x
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_x2 _ _ _2
TN : 0 1-(4x-2) 20~2)

e 0 o M aiaN
2
e xl+(x-2)

jaque _y)2quan x —2
cos(2—x)z1—(27x)

INFINITS
Recordeu que un infinit, quan x —a (x tendeix a a) , és una funcié que compleix la

seguent propietat: lim f(x)=c0.

Dos infinits es diuen equivalents, quan x —a, si lirnM

=1 i s'escriu que
X —>a g(x)

f(x)=g(x) si x >a

Exemples d'infinits equivalents:

n n—1 n—=2 ~ n
anx +an_]x +an_2x +...+Cl0 ~ anx

Quan x —s oo "(/anx" +a, X" +a, X" +.+a, > "(/anx”

log,(a,x"+a, x""'+a, ,x"7 +..+a,) = log,(a,x")
F. de Stirling (curiositat):  x"-e "/27x =~ x!

Quan calculem el limit d’'una expressio que sigui indeterminada, podem substituir
qualsevol terme per un infinit equivalent i el limit no varia:

ln(1+2x) _o . In(2x*) .. In2+Inx’ . Inx’ . 2lnx 2 1

= lim —= lim Z = lim Z = lim —=
X—>0<>ln(2+3x) o x-»]n3x") x-=In3+Inx x> |n x xox4lnx 4 2

Es diu que f(x) s un infinit d'ordre superior a g(x), quan x —a, si lim fgx; =
X —a g X

s'escriuque f(x)>>g(x) si x —>a

Per a x — oo, tenim el seguent ordre d'infinits:

X' >>x!>>a" >>x" >>(log, x)" amba>1, b>1, p>0 1 m>0

4 1 In(1+2x*+3x°) oo [l'infinit del denominador és d'ordre
1m = —= —
x >® I+x 00 superior al infinit del numerador
1+2° 0 l'infinit del numerador és d'ordre
5) lim o-——;=—= L . =0
x—>» x'2 455 o |superior al infinit del denominador
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ASIMPTOTES

Calculeu I'asimptota horitzontal de Ila ’ ]

funcié f(x)=——
1+x
y=0
lim1 al ~=0, per tant I'asimptota horitzontal —— 2 A 2y
ey x
esy=0

2

Calculeu les asimptotes horitzontals i verticals de la funcié: f(x) = 2x "
2 —
X2 i
Asimptota horitzontal: lim " =1=>y=1. j
x—)oox f— 2_
;A
Domini : 1
x2-1=0= x=+1 per tant el domini &s R—{-1,1}. " =1
¥=-1 ]
Asimptotes verticals (on el denominador valgui O i _ =
el numerador no) 2 b S 2
2 2
lim—— =0 | lim——=w=x =1 i x =1s6n - “
x—>-1 x _1 x—=1 x _1 -14
asimptotes verticals

2

Calculeu les asimptotes de la funcié 1 (x) :%. Calculeu també els seus

2x?

punts d'interseccié amb els eixos.

Domini :

2x° -8=0=x"-4=0=x" =4 = x =42 i per tant el domini és R—{-2,2}.
2

lim X% 2_4+2-2 =i=oo — x = -2 és una asimptota vertical

x>2 2x% -8 8—8 0

o x'—x-2 4-2-2 0 [aplicant M(Hl) . 2+1 3 .
lim—— = =—= _r=Ilim =lim == = no hi
2 2x% -8 8-8 0 |Ruffini] ~22(x~7)(x+2) 22(2+2) 8

ha asimptota vertical

Asimptotes horitzontals

2
limxz—x2 :l:> y =" és I'asimptota horitzontal
o Qxt—8 2
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Per trobar el punt de tall amb l'eix y, si és que

4/4

n'hi ha cal cercar la imatge de x = 0, |
-2 1 L 1 ¥= "5

0)=—=—, 0siguielpunt | 0,— 5 2

JO)=— =7, 0siguielp ( 4] P
x=-2 ¥

Per trobar el punt de tall amb I'eix x, si és que AR N G...lz.l..:l.
n'hi ha cal cercar Iquan f(x) = 0 ) T
x'—x-2 05 '

-1
7R =O:>x2—x—2:0:>x:{2icom que
x —

el punt x=2 no pertany al domini de la funcid, I'unic
zero de la funcié és (-1,0)

2
Donada la funcio f(x) = X =7x+10

d'interseccié amb els eixos i asimptotes.

Domini: R-{1}
Talls amb els eixos:

Eix OY: Imatge de x = 0, f(O)zl—(i:—IO, o sigui el
- ¥

punt ( 0, '10) 1 -;4 I | |n-[

Eix OX: f(x) =0
x> =7x-10
x—1
(2,0)i(5,0)

Asimptota horitzontal: no en té perqué
. X =7x+10 0
Im——— =
xoo o x—]
Asimptotes verticals:
¥’ -7x+10 4

lil’Ill—l = ° =oo | per tant existeixi asimptota vertical x =1
X—> X —

2
=0:>x2—7x—10=0:>x:{5 , 0 sigui,

Asimptota obliqua d’equacioé y= mx + n
2

" zlimf(x) lim > 27x+10 _

X—>0 X X—>0 X —Xx

1

2_ 2_ _ 2
n = lim( / (x) — mx) = lim X 7x+10_x =limx Tx+10—x +x:
X—0 X—0 x_l X—0 X—l
po X =Tl £x L bxr10+x
X—0 x_l X—0 x_l

i per tant existeixi asimptota obliqua d’equacié y = x — 6

rrrrrrrrrrmM—4
' '

—_

%=1

, indiqueu el seu domini, els seus punts
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Estudia la continuitat de la funcié f(x)= |x|

-x si x<0
Donat que |x| = ] i que f(0)= 0 tindrem:
x si x20
lim f(x)= lim —-x=0
X _) 0 X _) 0 = f(0) = la funci6 és continua en 0
lim f(x)= lim x=0
x—>0 x—>0 LIZ
1 x
-X si x<-1
Estudia la continuitat lateral de la funcié f(x) = x—1 si —1<x<3

x> +2x+5 si x=>3

en els punts xo=—1 i xo=3. \O 2
1

lim /(x)= lim x=1% /(-1)

x=>-b — A i 2 3% 4
lim f(x)=lim x—1=-1-1=-2= f(-1) .

x—-1" x—>-1"

e fno és continua lateralment per 'esquerra en x=—1 =

e fés continua lateralment per la dreta en x=-1
Per tant la funcié f no és discontinua en x=-1

lim /(x)=3-1=2=f(3)
lim f(x)=-3*+23+5=2= £(3)

x—3"

per la dreta i, per tant, és continua en aquest punt.

= f és continua lateralment en x=3 per I'esquerra i

Sigui f continua en [1, 5], f(1)=-2, f(2)=-1 i f(5)=3. Raona si sén certes les afirmacions segiients:
a) f(x)>0 vxe(2,5)

Falsa. Pel teorema de conservacio del signe, com que fes continua en x = 2 ¢ [1, 5]
i f(2) = -2 < 0, existeix un entorn E; (2) en qué f es negativa. Per tant, f sera negativa
en E(2) n (2, 5) #J

aleshores, 3 x € (2, 5) tal que f(x) < 0.

¥ 1
b) ftallal’eix OX en l'interval [1, 5] . /l/ """ '
Certa. Com que f és continuaen [1,5]ijaquef(1)=-2<0i ,
f(5) = 3 > 0, es compleixen les hipotesis del teorema de _ A ; %
Bolzano; aleshores, 3 x € (1,5) tal que f(c)=0. Per tant, ftalla | / b !
l'eix OX en c € [1,5]. 4Bl | e

c) fno tallaI’eix OX en l'interval [1, 2] /
Falsa (en general), ja que f podria tenir una grafica com la de la figura
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d) f pot tenir més de dos zeros en [1, 2] Y |

Certa, ja que la seva grafica podria oscil-lar al voltant de I'eix : | : ’

OX entre les abscisses x=1 i x=2. /
fr—

e) Existeix c € [1, 5] tal que f(c)=2.5 ]UV

Certa. Pel teorema dels valors intermedis, com que f és J

continua en l'interval [1,5] 1 2.5 € (f(1), f(5)) =(-2,-3) =
Jdce (1,5)c[1, 5] tal que f(c) = 2.5

f) festa afitada en l'interval [1, 2]

Certa. Pel teorema de Weieirstrass, com que f és continua en l'interval [1 , 2],
assoleix el seu minim absolut en aquest interval, m, i el seu maxim absolut en aquest
interval, M, en sengles punts x1 i X2 d’aquest interval; aleshores,
Vxel[l,2],m=1(xq)<f(x)<f(x2))=M = m< f<Men[1,2]

es a dir, f esta fitada en [1, 2]

Troba els punts de discontinuitat de la funcié i(x) =

5 i determina de quins tipus sén:

Com es tracta d’'una funcié racional, els punts de discontinuitats es troben
entre els zeros del denominador: x* -1=0< x’ =1< x=*1

Calculem els limits lateralsenx=-1 i x=1.

limi 3 = - = 400

ol X 1—1 01 — x =-1 és asimptota vertical =
lim 2 =—=— "
=1 x =1 0

per tots dos costats i f presenta una discontinuitat

de salt infinit en x = -1. [\
. 1 1
lim = =—® B

= x =1 és asimptota vertical

per tots dos costats i f presenta una discontinuitat de salt infinit en x = 1.
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Considera la grafica de la funcio f:
Indica els punts de discontinuitats de la funcioé f i
determina de quins tipus soén.

Els punts de discontinuitat sén aquells en
que s’interromp la grafica de la funcio:
-3, -2, 1,3 i6.

En x = - 3 tenim: = /

lim £(x) = +o0

x—>-3"

lim f(x)=+o

x—>-3"

discontinuitat de salt infinit i la recta x = -3 és una asimptota vertical de f

" " _1: n 4 b
 x + T T

}:f presenta una _ , ' g

En x =-2 tenim:
lim f(x)=5

x—>-2"

; i f(-2)=5}= f presenta una discontinuitat de salt finit.
lim f(x)=1
x—-2"

En x =1 tenim:
lim f(x)=4

x—>1

lim f(x) =4

x—1*

1 /()= 5} = f presenta una discontinuitat evitable.

En x = 3 tenim:
lim f(x)=2

x—3"

lim f(x) no existeix

x—3"

1 f(3)= 2} = f presenta una discontinuitat essencial.

En x =6 tenim:
lim f(x)=2
x—6~
lim f(x)=2

x—6"

1 6 ¢ domini def} = f presenta una discontinuitat evitable.

Troba els punts de discontinuitats de les funcions segiients i indica de quins tipus sén:

3x+3
a. X)=—7""
/) xP—-x-2
Com es tracta d’'una funcié racional, els punts de discontinuitats es troben
+4/ 2
entre els zeros del denominador: x> —x-2=0& x = # = { .

Calculem els limits lateralsenx=-1 i x=2.

g 343 L 3003 3x+3

m-——=lim————=—"—=-1= lim ———— i per tant f presenta
i ) H—'M(x—2) -3 I ) P P

una discontinuitat evitable en x = -1.
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o 3x+3 . 34D 3 i
lim — = lim =—=-—0© ]
= X —x=2 o (xT)(x-2) 0 . ¥ o5
| ]
_ 3x+43 3(x4T) 3 ;
lim — = lim =—=+00 N . I
= ¥ —x=2 o2 (xT)(x-2) 0 2 0] 1 3 3 4 &
per tant f presenta una discontinuitat de salt ;"’ *
infintenx=2ilarecta x =2 és asimptota ]
vertical de f. 4_:
Sx+3 six<0

b. g(x)=9 x+1
x> =3 six>0

Es tracta d’'una funcié definida a trossos.

En l'interval ] —o0, 0 [ hem de treure del domini els /
¥

punts que anul-len el denominador: x+1=0=x=-1
Estudiem el limit en aquest punt

5x+3 -2
m =-—=+00
. 5x+3 | o x+1 O
lim = =
-1 x+1 . S5x+3 =2
lim =—=-
x>-1" x 41 0" -3 I2 ‘1

i per tant en -1 la funcié f té una discontinuitat de
salt infinit i la recta x=—1 és una asimptota vertical

Hem d’estudiar la continuitat en el punt separacié
dels trossos (zero)

2(0)=0"-3=-3

lim g(x) = Tim 2> =
x—0" =00 x + 1

3 = f presenta una discontinuitat de salt finit en x=0

lim g(x) = lim (x* =3) = -3
x—0" x—0"
En l'interval ] 0, «o [ tenim una funci6 polindmica i per tant continua.

A <0
sin— six
c. h(x)=
( ) X . -1 08 06 -D.A/D.\X 02 04 0B 08 1
x=5 s1x=20

La funcié sin— és continua per a tot x<0 i y
x -

presenta una discontinuitat essencial en

T | .
el punt 0, o sigui lim sin—no existeix.
x—=0" X
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Quan x > 0 tenim una expressi6 polindbmica i per tant la funci6 és continua en
I'interval ]0, « [ . L’Unic punt discontinuitat és x = 0 i tenim:
lim /(x) no existeix

x—>0"

. . i per tant en x=0 es presenta una discontinuitat
lim A(x) = lim(x—-5)=-5
x—0" x—0"

esencial
X
5 -3<x<0
Donada la funcié f(x) = x2+ . definida en l'interval [- 3, 3], estudieu la seva
—X
5 0<x<3
x -4

continuitat en els puntx=-2,x=0ix =2

A linterval [—3,0[:x2+2x=0:>x(x+2)=0:>{x_ = Domini [-3,0[-{-2}
X

3
k
1
1

|
|
|
I
I
| 1
|
|
[

-2
AI’intervaI[O,3]:x2—4:0:>x2:4:>{x — Domini[0,3]-{2)}

x=2

Per tant, el dominidefés ]-3,3[-{-2, 2}

) X - -
lim > = =——0= |en x = -2 disc. as1mpt.| \
>2x"4+2x 0

lim /(x) = lim A !

=lim————=— - - —
0" x> +2x a0 /(x +2) 2 N { en x = 0 discontinuitat de salt finit 1

_ és continua lateralment per la dreta
f(()):limz2 x_2_1 p
=0 x" -4 -4 2
hm22—_x = 9 = limﬂ - = |en x = 2 disc. evitable
2t =40 o2 (pT) (x+2)

Determina els valors de a i b perqué la funcié segiient sigui continua en R:

) . T
5sin x s1x<—3

f(x)=1qasinx+b si —%Sx<%

) T
2cosx+3 SleE

La funcié f és una funci6 definida a trossos i en cada tros és continua. Hem de
veure si hi ha continuitat en els extrems dels intervals de cada tros, o sigui

/2. T
quan XZ—E Iquan x=—_—.
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lim f(x)= lim_ f(x) lim Ssinx= lim (asinx+b)
x—)—% x—)—% x—)—% x—)—% S=—aq+b

lim f(x)=lim f(x) lim (asinx +b) = lim (2cos x +3) a+b=3

x—)% x—)% x-)% x_>%

) , ) —-a+b=-5
Hem de resoldre el sistema d’equacions
a+b=3
-1 1 =5 -1 1 -5 I -1 5 1 0 4 a=4
- - - = i per tant

1 1 3 0 2 -2 0 1 -1 0 1 -1 b=-1

. ) T
5sin x 51x<—5

.. . . T T, .
la funcio: f(x)=< 4sinx—1 si —E£x<5 és continua en R

) T
2cosx+3 51x25
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Estudi i representacié d’una funcié
Estudieu i representeu la grafica de f(x) = (x+2)*(x = 1)

Domini: R, ja que és polindbmica.
Talls amb els eixos:

Amb l'eix OX: 0 =f(x)= (x + 2/ (x-1) <= x=-2 ox=1

Amb l'eix OY: f(0)=(0+2)*- (0 -1)=-4
Signe: Hem de considerar els intervals determinats pels zeros de f, ja que no té
discontinuitats:

X [(zoo,=2)[=2|(=2,)[1] (1,+)
- - o]+ I

f-1)=2 fl0)=—4  f(2)=16

Asimptotes i branques infinites:
f no té asimptotes, ja que és polindbmica de grau més gran que 1.
f te branques infinites per tots dos costals, ja que lim f(x) =+

Intervals de monotonia i extrems relatius:
fiX)=2(x +2)(x= 1)+(x+2)?=2x%+2x - 4 + X*+ 4x + 4 = 3%+ 6x =3 X (X +2)

Els zeros de fsén x=-2ix = 0.
f no té discontinuitats, ja que és polindbmica; per tant, els intervals de monotonia de f
son els determinats pels zeros de f*

x |(=0, =2)| =2 | (=2,0) | 0 | (0, +o0) gﬁ% - fg f(-2)= 0
R N e A P(1) = +9 0=
fx)] A~ M|~ |m| 7

f té dos extrems relatius: Maxim (- 2, 0) i Minim (0,—-4).

Intervals de curvatura i punts d’inflexio:
f'"xX)=3(x+2)+3x*1=6x+6

Els zeros de f “ s6n x = = 1, i com que no té dis-
continuitats (ja que és polindbmica), els intervals de
curvatura de f son: v
X (=00, =1)[ =1 | (=1, ) 2]
(x) - 0 +
f(x) N Pl

NN ?

f7(-2)=-6 f"(0)=6 i f(-1)=-2

Té un punt d’'inflexié en el punt (-1, -2)
—

La seva grafica és: —
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Representa graficament la funcio f(x)= x*-x*-8x

El domini de la funci6 és ‘R. No té asimptotes ni verticals, ni horitzontals ni obliques

+ -2.37...
Zeros: x*-x?-8x = x(x*-x-8)=0 = x=0, x = 1£V33 =
2 3.37...
Signe de la funcio6:
]-0,-2.37] -2.37,0[ 10,3.37] 13.37,+]
- + - +
+ -1.33..
Calculem: f(x)=3x%-2x-8 = f(x) =0 quan x =% :{ 5 i per tant
Joo,—133[ | .1.33 ]-1.33,2] 2 12,4
f + 0 — 0 +
f creix Maxim en decreix Minim en creix
—4 176 (2-12)
/ ( Y j W e
Calculem f’(x)=6x-2 = 6x-2=0 = x=1/3 i
[ 1 ol
—o0,— — —,+00
3 3 3
il <0 0 >0
f Concava N Punt d'inflexié en (l —_74j Convexa U
3727

La grafica de la funcio és:

204

w 107

104

Representa graficament les funcioé k(x)= x e* -20-

El domini és ‘R.

lim f(x)=c i lim S _ o = té una branca parabdlica
X —> 00 xX—>ow X

lim f(x)= lim xe*=-00= Ilim =0 ja que €™ és un infinit de grau
X — —00 X — —00 X—>-—0¢g

superior a x i per tant el quocient tendeix a zero. Per tant la recta y=0 és una
asimptota horitzontal quan x— — «
Els zeros: x=0
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Signe | (-»,0) (0,)
k - +
Monotonia: k'(x)=(1+ x) €* i per tant k'(x)=0 si x =-1. Llavors:
(-00,-1) -1 (-1,00)
K - 0 +
k decreix | Minim en el punt (-1, —0.367) creix

Calculem: k”(x) =(2+ x) €* = (2+x) €* = 0 = 2+ x=0 =x= -2 i per tant:

(_ OO,—Z) -2 (_ 23+®9)
K" - 0 +
k |Concava n|Puntd’inflexié en (-2, -0,27)| Convexa u

Amb aquesta informacio, la grafica és:

-2)"

Exercicis sobre funcions

La figura mostra la grafica d'una funcié polinomica de segon grau que passa per I'origen i que és
la derivada d'una funcié f. Resoleu els apartats segiients.

a) Determineu els intervals de creixement i decreixement de f.

b) Determineu els maxims i els minims relatius i els punts d'inflexio de f.
c) Traceu un esbos de la grafica de f

a) Els intervals de creixement de f son aquells en que f >0, i els
de decreixement, aquells en qué f' < 0.
Per tant, hem de considerar els intervals en qué f * té signe
constant, que seran els determinats pels zeros i les

discontinuitats de f en D(f). ]
En aquest cas, D(f) = Ri f ‘ no té discontinuitats, ja que és 17
derivable en R i f és polindmica. Aixi, a partir de la grafica de f ]
podem elaborar la segtient taula de monotonia de f :

X [(—0,0)[ 0] (0,2} | 2] (2, +x)
f(x) + 0 - 0 +
f(x) m | Creix

Per tant, f és estrictament creixent en (-, 0) i en (2, + «), i estrictament decreixent
en (0, 2).



Matematiques Il - Bloc 2 Batxillerat Reforg de la 4a Quinzena 4/5

b) La taula de monotonia de f ens permet d'afirmar que f t&€ un maxim relatiu en x=0 i
un minim relatiu en x = 2, i no t& més extrems relatius.
D'altra banda, per a trobar els punts d'inflexid, el millor que podem fer és obtenir-los
a partir de la taula de curvatura de f, ja que no podem

calcular explicitament les derivades successives. )
Sabem que els intervals de curvatura de f corresponen ] £
als intervals en que f " té signe constant i aquests o
corresponen als de monotonia f . ] »
X (—0.1) [ 1 (1.,+o) 2 4 1 12 a
f'(x) | Decreix | m |Creix
f"(x) - 0 + ]
f(x) e Pl 2]
Aixi, doncs, x = 1 és un punt d'inflexi6 de f, ja que f passa ]
de ser concava a ser convexa, i és continua en aquest 4
punt. ]
c) Tenint en compte la informacié que hem obtingut sobre f, ]
una possible grafica és : — : 8-

Trobeu les funcions polinomiques ax® + bx® +cx + d la derivada segona de les quals sigui x - 1.
Quina o quines tenen un minim relatiu en el punt (4, -1/3).

Indicacio: A partir de la informacié que us donen, mireu de trobar les quatres equacions que us
permetran obtenir les quatre incognites

Sigui f(x) = ax® + bx® + cx + d.

Vegem quines condicions han de satisfer els coeficients perqué la derivada segona
sigui x =1: f'(x) =3ax’+2bx + ¢ i f"(x) = 6ax+2b=> 6ax+2b=x-1

Com que els polinomis sén iguals si i només si tenen iguals tols els coeficients del

, : . . . 6a = 1 1 -1
mateix grau, aquesta igualtat és equivalent al sistema: b | =>a :g ;b =5

Per tant, les funcions buscades son les de la forma: f(x)= %x3 —%xz +ex+d

Imposem que (4,—%} sigui un minim relatiu:

En primer lloc, f ha de tenir un extrem relatiu en x = 4, i com que f és derivable en
aquest punt (perqué és polinomica), s'ha de complir f ‘(4) =0

f'(x)z%xz—x+c:>f‘(4):O:>%42—4+c:O:>c=—4

En segon lloc, f ha de passar pel punt (4,—%)

=ity VL ggigo 1, Z64T4872496 4
376 2 3 6

Falta comprovar que en el punt (4,—§jhi ha un minim relatiu, o sigui f (4) >0:

f’(x)=x-1=1(4)=4-1=3>0i, per tant, aquesta condici6 ja es compleix.

La funcio buscada és: f(x) :éx3 —%xz —4x+13



