ENUNCIATS PROBLEMES PAU ALGEBRA (2005-2009)

a
1. Considereu la matriu 4 =( l ) Calculeu el valor dels parametres a i b perque

Soluci6o

Calenlem el valor de la matrin A2,
a2 (¢ 0 @ W a? 0
“\1 -b/\1 -b) \a-b ¥)°

; ; 1 : ; ;
Quan igualem aquest resultat a la matriu ( 9 ens queden les equacions ¢’ = 1, a — b= =2 i

1
b? = 1. La segona equacié permet assegurar que a = h— 2. Llavors, la primera equacié és (h—2)% = 1
que té per solucions b = 3 1 b = 1; la tercera equacié té per solucions b =11 b = —1. El valor que les
compleix simultaniament ¢és b = 1; d'aquf, a =1 -2 = —1.

També es pot treballar de la forma explicitada a continuacié.

De la primera equacié, resulta a = =1: igualment, de la tercera en deduim que b = 41. Ara cal
comprovar aquests valors en la segona equacio.

m Quana=11ib=1, tenim que a — b = 0.

m Pera=1ib= -1, surt que a—0 = 2.

= Sia=-11bh=1, ens queda que a — b= —2.

s Finalment, quan a = =110 = —1, tenim que a — b= 0.
Aixi I'tinica solucio és a = —11b = 1.

2. De tres nombres, x, y, z, sabem el segiient: que el primer més el segon sumen 0; que el
primer més el tercer sumen 1; que la suma de tots tres €s 0 i, per acabar, que el primer
multiplicat per un nombre k més el doble de la suma del segon i del tercer déna 1.

a) Que podeu dir del valor de k?
b) Quant valen els tres nombres?




soLucio

a) [2 punts] Els nombres han de ser soluci6 del sistema:

x+y = 0
x+z = 1
i xX+y+z = 0
ke+2(y+z) = 1

Podem optar per dos maneres de resoldre el problema. Una és resoldre el sistema
format pels tres primeres equacions: x =1; y=-1; z=0. Ara, substituint a la quarta

equacio, tenim que £ =3.
També podem discutir el sistema segons els valors de k. Si triangulem per Gauss la
matriu ampliada del sistema, tindrem:

1 1 0(0 1 1 00 | S 0 0
L @ L|J 0 -1 1|1 0 -1 1 1
O O O
I T 0O 0 1|0 0 0 1 0
x 2 2|1 0 2-k 2|1 0 0 4-k|3-k
1 1 0 0 1 1 0| @
0 -1 1 1 0 -1 1] 1
0 O
0 0 1 0 g O 1| 9
0 0 4-k|3-k 0 0 0|3-%

Es veu clar que, per tal que el sistema sigui compatible, £k =3.

b) [2punts] Per & =3, el sistema es pot resoldre a partir de la matriu triangulada de
Gauss:

1 00
x+y =0 x = 1

0 -1 1]1
= 4=y+z =1 = 4y = -1

0 0 11(0
z =10 z =2 0

0O 0 01/0



3. Considereu el sistema segiient en funci6 del parametre real a:
x - ay = 1
ax + y = 3

a) Discutiu-lo en funcié del parametre a.
b) Resoleu els casos compatibles.

1l —-a 1 1l =-a 1
SOLUCIO. [2 punts] Per Gauss, 4 0 R . Per a qualsevol
a 1 3 0 I+a 3-a
valor de a, el rang de la matriu del sistema és 2 i coincideix amb el de la matriu
ampliada i el nombre d'incognites. El sistema és, doncs, compatible determinat per a
tot valor de a.

(O bé, el determinant del sistema és =1+a’ que és sempre diferent de 0. El

a

sistema és, doncs, compatible determinat per a tot valorde a . )
La solucio6 és:

1 -a 1 1

x=3 1] 143a, _Ja 3 3-a
1 —a| 1+d° 1 —-a| 1+d°
a a |1

4. La matriu segiient expressa els preus unitaris, en euros, de quatre articles, A, B, C i D,
procedents de les fabriques f1, f2 1 f3:

34 40 36
17 8 12

8]
(]
o
—
(o8]
o

Si una comanda és representada per un vector fila C = (x y z 1), queé representa
cadascun dels elements del resultat del producte C - P? Si volem comprar 25 unitats de A,
30 de B, 60 de C 175 de D, quina de les fabriques ens ofereix el millor preu?




SOLUCIO [2 punts] Com que la matriu té 4 files i 3 columnes, és clar que cada
columna representa la fabrica i cada fila el producte. Aixi, una unitat del producte B
de la fabrica 3 té un preu de 12 € (fila 2, columna 3). El producte C- P,

34 40 36

11 8 12
C-P=(x y Z t)- v g g E

25 21 30

=(34x+11y+23z+25t 40x+88+27z+21t 36x+12y+32z+30t)

és una matriu fila 1x3 i cada element representa el COST de la comanda en cada
fabrica. Pel cas concret C'=(25 30 60 75), el cost de la comanda en cada

fabrica és (4435 4435 5430). En consequéncia, tant la fabrica f1 com la f2 ens
ofereixen el millor preu, 4435€.

5.  En un sistema hi ha, entre d’altres, aquestes dues equacions:
x+2y-3z=5 1 2x+4y-6z=-2.

Que podeu dir de les solucions del sistema?

. 1
SOLUCIO [2 punts] El rang de la matriu (2 ] és 1, mentre que el rang de la

(1 2 =3
matriu

2 -6
incompatibles. Qualsevol sistema que les contingui, també sera incompatible.

5

]és 2. Aix0 ens diu que les dues equacions donades son

6. Esbrineu si el sistema seglent pot ser compatible indeterminat per a algun valor
del parametre m.

x+3y+2z2 =0
2x+4y+3z =0
x+y+mz =0

Es incompatible per a algun valor de m?




En primer lloc s’estudia el rang de la matriu de coeficients.

1 3 2 i1 3 2 1 3 2
A=|2 4 3|~|0 -2 -1 |~-|0 -2 -1
G 0 2 m-2 0 0 m-1

Per tant, si m=1 rang(A)=2 i ésigual a 3 per a la resta de valors de m.

Aixi, si m=1 el sistema és compatible indeterminat.
Finalment, com que el sistema és homogeni mai pot ser incompatible.

7. Donades les matrius A=

1 -1 1 1
i B=
2 -1 4 -1
a) CalculeuA.BiB.A.

b) Comproveu que (A + B = A’ + B°.

1 -1 1 3 -3 2 1 1 1 -1 -
a) A-B= - 47 2 goa. : % =)

2 -1) 14 1 -2 3 4 -1)\2 -1 2 -3
b) (A+ B)2 = A? + AB+ BA+ B? = A? + B?, ja que al primer apartat es comprova que
AB=-BA.

1 0 -1
8. Siguilamatriu A= | 4 1 -m |. Determineu els valors de m per als quals
0 m 3

rang (A) < 3. Pot ser rang (A) = 1 per a algun valor de m?




1 0 -1 1 0 -1 10 -1
A={4 1 m|~-(0 1 4-m|~|0 1 4-m
0m3) 10 m 3 0 0 3-4m+nm?
Sim2—4m+3=0,ésadir,sim=1om=3,rang(A)=2<3.

Tal com es veu a les dues primeres files, el rang no pot valer 1 ja que mai poden ser proporcionals.

0 1
9. Considereu la matriu A= (p q]' Trobeu els valors de p i g que fan que es verifi-

qui A® = A. En aquest cas, raoneu sense calcular que val A™.

A2=A-A=(O 1}[0 1)=[p q :(o 1)
p a)\p q) (pg p+q*) (P ¢

i la igualtat es compleix quan p=0i g=1.

Si la matriu verifica A2=A, llavors, A®=A-A2=A.A=A. Procedint de manera
successiva, es pot veure que qualsevol altra poténcia de la matriu A també val A.

10. SiguinA=(1 '3Jis=[1 3
s 2 3 3

a) Trobeu la matriu M, quadrada d’ordre 2, tal que M- A= B.

b) Comproveu que M? = |, (matriu identitat d’ordre 2); deduiu I’expressi6 de
M".




Solucio:
a) Podem calcular M utilitzant la matriu inversa de la matriu A,

1 1 =37 (1 1/4 -1/2 3/4
M=B. A = 3 | 3] =[ 3][ / 3/8]=[ {2 31 .
2 =2)\2 2 2 -2)\-1/4 1/8 1 1/2
També es pot resoldre com un sistema d'equacions, posant M = [)z( y . Llavors,
x+2y=1 x=-1/2
X y.[1 —3]=[1 3]@—3x+2y=3 = y=3/4
z t)l2 2 2 -2 Z42t=2 z=1
-3z+2t=-2 t=112

M, sin éssenar

1
b) En efecte, M2=M-M=[ 0]=12.Ambaixé, M”={ )
0 1 |, sin és parell

11. Donat el sistema d’equacions lineals

X + y + (m-10z = 1
X + (m-1)y + Z = m-1
(m-1)x + y + z = m+2

discutiu-lo en funcio dels valors del parametre m.

Solucio:
Primerament es fa I'escalonament de la matriu ampliada,
1 1 m-1 1 1 1 m-—1 1
1 m-—1 1 [m-1|~|0 m-2 2-m m-2
m-1 1 1 [m+2 0 -m+2 2m-m?| 3
1 1 m-—1 1
~l0 m-2 2-m |m-2|; 24m-mM=08m=-1, m=2.
0 0 24+m-m?*m+1

S'observa que els valors que cal estudiar separadament son m=-1i m=2.

S'arriba a la mateixa conclusié igualant a zero el determinant de la matriu de
coeficients




1 m-1 1 |=-m*+3m?-4=—-(m-2%3(m+1).
m-—1 1 1

Llavors, quan m és diferent de 2 i de -1, el sistema és compatible determinat.
1 1 &

Si m=2, la matriu ampliada, després d'escalonar, és [0 O O0|0] i el sistema és
0 0 03

incompatible ja que la matriu de coeficients té rang 1 i 'ampliada rang 2.

1 1 =21
Finalment, si m=-1 la matriu és |0 -3 3 |-3]| i el sistema és compatible

O 0 0]0
indeterminat ja que tant la matriu de coeficients com I'ampliada tenen rang 2.

a+b 1

,on a1ib sén nombres reals.
0 a-b

12. Considereu la matriu A = (

a) Calculeu el valor de a i b per tal que A® = (:) 21)

b) Segons els valors obtinguts en 'apartat anterior, calculeu A* i A*.
¢) Sin és un nombre natural qualsevol, doneu I'expressié de A" en funcié de n.

Solucié:
a) Calculem A? iigualem a la matriu que ens indiquen.

(a+ b)? 2a
0 (a— b)?

1 2
0 1

a+b 1
0 a->b

a+b 1
0 a->b

A=A A= ; 15 -

D'aqui, cal que (a+b)?> =1, (a—b)> =1 i 2a= 2. La solucié de la tercera
equacio és a=1. De la primera i tercera equacié deduim que b=0.

11
b) La matriu obtinguda a I'apartat anterior és A = [0 . Llavors,
151 2 1 1 N 1 4
A=A A= . = 3;A4=A-A3= . 3= L
0 1) 10 1 0o 1 0 110 1 01
c) A la vista dels resultats obtinguts fins ara, I'expressié de la poténcia n-ésima de

1 n

lamatriu A és A" =
01




13. Considereu el sistema d’equacions

2x + y - (a-10z = 4
x - 2y + z = -4
4x — (a+1)y + z = -2a

a) Discutiu-lo en funcio del parametre a.
b) Resoleu-lo quan sigui compatible indeterminat.

¢) En el cas (b), trobeu una solucio del sistema en qué x, y i z tinguin
valors enters.

Solucio:

a) Escalonant la matriu ampliada del sistema ens queda

1 =2 1|4y (v -2 1 -4
(Alb)~[2 1 1-al 4 |~]0 5 -—a-1] 12
4 —-a-1 1 |-2a) |0 -a+7 -3 |16-2a
1 -2 1 -4
~|0 5 =1 12

0 0 —-a’+6a—82a—4

Nota: ens podem estalviar I'Gltim pas mirant si la segona i la tercera files de la
matriu del sistema (no de I'ampliada) sén proporcionals:

5 -a—1

- & -15=a’2-6a-7< a*—-6a+8=0
—-a+7 -3

Sigui d'una o altra manera, cal buscar els valor del parametre a per als quals

—-a’ +6a—8=0. Les solucions d'aquesta equacié de segon grau sén a= 2,
a=4. Llavors,




e Sia=2i a=4, tenim que rangA=rang(A|b)=3. El sistema és
compatible determinat.

e Sia=2,
1 -2 1|-4
(Alp)~[0 5 -=3[12/{.
0 0 ofoO

El sistema és compatible indeterminat, ja que rangA =rang( A|b) = 2.

e Sia=4,
1 -2 1(-4
(Alb)~|0 5 -5/12].
0 0 0|4

El sistema és incompatible, ja que rangA = 2 == rang( A|b) = 3.

b) La resolucio del sistema en el cas compatible indeterminat ens porta a que
_12+3z e 12
-5 ; -5
¢) Qualsevol valor de la forma z= 1+ 5n doéna lloc a solucions amb components
enteres.

, per a qualsevol valor de z.

En efecte, si z=1+ 5n, llavors

4 +(1+5n) 12+3(1+5n) 15+15n
X=——F—0 5 =5

Per exemple, per n=0,lasolucié és x=1, y=3, z=1.

0O 0 1
14.  Considereu la matrin A=(1 0 0f.
B -1 0

a) Calculeu A21 A°.
b) Determineu, raonadament, el valor de A%,

10




Solucio:

0 218 9 0 -1 0
a) 2=A-A=[1 0 0|1 0 O|=|0 O 1],

O -10)l0 -10 -1 0 O

O -10)(0 0 1 -1 0 O

AA=A2.A=|0 0 1|1 0 0|=[0 -1 0 |=—4h
-1 0 0JlO0 -1 0 0O 0 -1
c) A la vista del resultat anterior, podem assegurar que A® = ;. Llavors,
A601?4 - A1090~6+4 - (A6)10?0 . A4 - IS . A4 E_ AA'% =—A .

15.  Considereu un sistema de dues equacions amb tres incognites.
a) Pot ser incompatible?
b) Pot ser compatible determinat?
Raoneu les respostes.

Solucio:
a) Efectivament, un sistema de dues equacions amb tres incognites pot ser
incompatible. Per exemple, ho és
{x + ¥y + z =1
X+ Yy + z =2

Ax + By + Gz = D

és incompatible si i sol si
Ax + By + Cz =

En general, un sistema {

A B C D " -~ 5
—=_—=—_—=— (observeu que aquesta és la condicio per a qué els plans
A B G D
representats per les dues equacions siguin paral-lels).

b) Un sistema de dues equacions amb tres incognites no pot ser compatible determinat,

perque el rang de la matriu del sistema és, com a maxim, 2 (té solament dues files),
mentre que el numero d'incognites és 3.

0 1 B 0O 0 1
16. . Siguin A=|0 0 1]|]iB=[|1 0 0
L 8 ‘B 0O 1 0

a) Comproveu que la inversa de A és A>.

b) Comproveu també que A°'® = B.

11




Solucié

a) Per comprovar que A™! = A2, cal veure que A - A% = I, essent I la matriu identitat d’ordre 3.
Calculem primer el valor de A2,

010 01 0 0 0 1
A2=A-A=(001)(001)=(100).
1 00 1 0 0 010

Llavors,

-0 O
(o B R

b S
b
N
Il
o
-0 O
OO -
O = O
o .
T
O = O

tal com voliem.

Naturalment, la giiesti6 es pot resoldre calculant A~! directament de la matriu A i comprovant després
que A~! = A2, encara que no és aquest el procediment demanat: o sigui, en aquesta qiiestié no es
demana que l'estudiant sigui capag de calcular la inversa d'una matriu 3 x 3.

b) Com que A- A%2 = A3 = I, tenim

172

A518 - ‘43-1724-'2 = (‘43) A'Z L A2 =35

17. En la resoluci6 pel metode de Gauss d’un sistema de tres equacions amb tres incog-
nites ens hem trobat amb la matriu segiient:

3 -5 2|-5
0 0 0|0
0 3 -6/6

a) Expliqueu, raonadament, quin és el caracter del sistema inicial.
b) Si és compatible, trobeu-ne la solucié.

Solucié

a) Com que el rang de la matriu de coeficients del sistema i el de la matriu ampliada és dos, podem
assegurar que el sistema inicial és compatible indeterminat.

3x -5y +2z=

b
7 AR~ ; i el 2 .z = ;
b) El sistema inicial és equivalent al sistema } que té per solucié = = (5 + 8z)/3,

y—2z=2
y =2+ 2z, on z és un parametre.
1 2
18. Considereu la matriu A= |« b |. Trobeu els valors dels parametres a i b perqué
b a2

tingui rang 1.

12




Solucib

1. 2 1 2
Escalonem la matrin, |a b |~ |0 b—2a
b a? 0 a®-2b

Perqué el rang sigui 1 cal que b—2a = 0i a® —2b = 0. De la primera equacié se'n dedueix que b = 2a;
posant-ho a la segona queda a® — 4a = 0; és a dir. a = 0 0 a = 4. Llavors les solucions sén:

a=0,b=0 o bé a=4,0=8.

També es pot plantejar 'exercici, per exemple, for¢ant que les dues columnes siguin proporcionals,
pero les equacions a resoldre seran les mateixes.

X+py=p
px+y=p

a) Discutiu-ne el caracter en funcié del parametre p.
b) Resoleu-lo quan p = 2.

19. Donat el sistema

Soluci6é

a) Escalonem la matriu ampliada del sistema,
(1P|P)N(1 P | p)
p1l]|op 0 1-p* | p=p°
Analitzem el valor de I'element 1 — p?. Tenim que 1 — p? = 0 si i sol si p = £1. Per tant,

= Sip# —11ip# 1. el sistema és compatible determinat, ja que el rang de la matriu del sistema i
el de 'ampliada és 2, coincidint, a més a més, amb el nimero d’incognites.

» Si p= —1, la matriu escalonada és ( (1) _(l) : :; ) El rang de la matriu del sistema és 11 el
de I'ampliada és 2. El sistema és incompatible.

i
0 0] 0
rang de la matriu del sistema i el de I'ampliada coincideixen (valen 1), pero és inferior al nimero
d’incognites.

= Sip =1, la matriu escalonada és ( ) . El sistema és compatible indeterminat perque el

T+2y=2
2r+y=2

T+2y=2

Sy La soluci6 és z = 2/3, y = 2/3.

b) Per p = 2, el sistema és { o, escalonat, {

13



20. Considereu el sistema d’equacions segiient:

x+5y+z+a=0
(@a-2)z+x+2y-1=0
(a-y+(-a)x+z+a+2=0

a) Expliqueu, raonadament, si es tracta d’un sistema lineal homogeni.

b) Construiu-ne la matriu de coeficients i la matriu ampliada.

¢) Trobeu els valors del parametre a per als quals el sistema no és compatible
determinat, i estudieu el caracter del sistema en cada un d’aquests casos.

d) Resoleu-lo solament quan el conjunt de les seves solucions és una recta de R>.

Solucio

a) Un sistema d’equacions lineals és homogeni quan tots els termes independents sén nuls, cosa que no
passa al nostre cas: per exemple, el terme independent de la segona equacié és —1 (o 1, si es considera
translladat a la dreta de la igualtat). No és, doncs, un sistema homogeni.

b) La matriu de coeficients del sistema i la matriu ampliada sén, respectivament,

1 5 1 1 5 1 —a
A= 1 2 a—2) : A= 1 3 =3 1
l=a a-1 ] l—a a-1 1 —-a -2

¢) Escalonem la matriu ampliada per tal de calcular el rang que té, tant ella com la matriu de coeficients,

1 5 1 | -a ), (1 5 E il ==
1 2 a-2 | 1 ~|0 -3 a-3 | a+1
l-a a-1 1 | —a-2 0 6a—6 a | —a®-2

14




2 1 5 1 |  —a
2) 0 -3 a—3 | a+1
0 0 2a°-T7a+6 | a®—4

En (1) s’ha restat la fila 1 a la fila 2 (F3> — F1) ila fila 1 multiplicada per 1 —a a la fila 3 (F3—(1—a)F});
en (2) s’ha sumat la fila 2 multiplicada per 2a — 2 a la fila 3 (Fs + (a — 2)F}).

Cal analitzar quins valors del parametre a fan que l'element de la tercera fila tercera columna sigui
nul,
20 -Ta+6=0=>a=2, a=3/2.

Quan a = 2 0 a = 3/2 el sistema no és compatible determinat.

1 5 1 | =2
Per a = 2, la matriu resultant de I'escalonament és (0 -3 -1 | 3) . En aquest cas, rang A =
0o 0 0| 0
rang A = 2; el sistema és compatible indeterminat (amb un grau de llibertat).
1 5 1 | =2
Per a = 3/2, la matriu resultant de l'escalonament és (O -3 =3/2 | 5/2 ) i el sistema és
0 0 0 | —7/4

incompatible, ja que rang A =2 < 3 =rang A.

d) El conjunt de solucions del sistema és una recta a R? si i sol si es tracta d’un sistema compatible
indeterminat amb un grau de llibertat. Aixo passa per a = 2. Llavors, la solucio és, per exemple,
r=1-2y 2=-3-3y.

15



