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Meétode de Gauss - Jordan del calcul de la inversa d’una matriu

2 -2 2
Calculem lainversadelamatriuA=|2 1 0
3 -2 2

Partim de la matriu formada per la matriu A i la matriu identitat de ordre 3
2 -2 21 00

2 1 0010
3 -2 2001

Farem que els elements de la primera columna a,,=2i a3;=3 siguin zeros a partir de a;,=2:

Transformacions elementals a fer:

« Canviar la fila 2a pel resultat de restar la fila 2a menys la fila1a : f, —» f, — f;. Observa que per
aconseguir zero, com a»4= aq4, N’hi ha prou amb restar les files 2a i 1a.

« Canviar la fila 3a pel resultat de restar 2 vegades la fila 3a menys 3 vegades la filala : f; —»2f; — 3f;
Observa que el que fem és : f; — aq4f3 — as4f;

2l 2 2100 2 2 2 100
2 1. 0010| f,»f,-f |0 3 -2 -1 10
3 2200 1|f,—>2f-3f0 2 -2 -3 0 2

Farem que els elements de la segona columna a;,=—2 i a;,=2 siguin zeros a partir de a,,=3:

Transformacions elementals:

« Canviar la fila 1a pel resultat de sumar 3 vegades la fila 1a més 2 vegades la fila 2a: f; — 3f; + 2f;
Observa que el que fem és : f; — axf; — aof;

« Canviar la fila 3a pel resultat de restar 3 vegades la fila 3a menys 2 vegades la fila 2a : f; —>3f;— 2f,
Observa que el que fem és : f3 — axf; — azf,

2 2 2 1 00)f3+26,(6 0 2 1 2 0
0 3 2 110 03 2 -1 10
0 2 2 30 2|f,—»3f-2f00 -2 -7 -2 6

Farem que els elements de la tercera columna a;3=2 i a,;= —2 siguin zeros a partir de az;=-2:
Transformacions elementals que hem de fer:

« Canviar la fila 1a pel resultat de sumar la fila 1a més la fila 3a: f; —> f; + f3

« Canviar la fila 2a pel resultat de restar la fila 2a menys la fila 3a : f, >fo— f;

6 0 2 1 2 0)f—->f+,(6 0 0 -6 0 6
03 2 -1 1 0|f,»>f,-f/0 3 0 6 3 -6
002 -7 -2 686 00 -2 -7 -2 6
Finalment farem que els elements de la diagonal siguin tots igual a 1:
Transformacions elementals que hem de fer:

« Canviar la fila 1a pel resultat de dividir la fila 1a per 6: f; — 1/6 f;

o Canviar la fila 2a pel resultat de dividir la fila 2a per 3: f, - 1/3 f,
« Canviar la fila 3a pel resultat de dividir la fila 3a per -2: f; > —1/2 3

(] o o -6 0 6 f>if (1 00 -10 1
0 0 6 3 -6|f—>1if,|0 1 0
0 0 [-2] -7 -2 6]f,>3f0 01
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-1 0 1
Per tant la matriu inversade AésA'=| 2 1 -2
1 -3
Ara justificarem aguest métode
2 2 2 X Y 4

Calcular lainversadelamatriuA= | 2 1 0| éstrobar unamatriu B=| X, Yy, Z, |que
3 -2 2 X, Yy Zg
2 =2 2\(%x Yy, ) (1 0 O
cumpleix A-B=l,osigui |2 1 O0||Xx, ¥y, Z,|=/0 1 0
3 -2 2)\%x, VY, z,) (0 0 1

Si fem el producte d’aquestes dues matrius tindrem els tres sistemes d’equacions seglents:

2X, — 2%, + 2%, =1 2y, -2y,+2y,=0 22,-21,+22,=0
2%, +X, =0 2y, +Yy,=1 22,+2,=0
3% —2X, +2%, =0 3y, -2y,+2y,=0 3z,-22,+22, =1

Fixeu-vos que els coeficients de les incognites en tots tres sistemes son els mateixos i se diferencien
en els termes independents

Quan utilitzem el métode de Gaus-Jordan per resoldre aquests sistemes les operacions amb les tres
primeres columnes son las mateixes en tots tres sistemes i, per tant, no hem de repetir-les. Fixeu-vos
en les operacions amb els termes independents de cada sistema:

Per al sistema:
2 -2 2 2 -2 2 fl - 3fl+2f2 6 0 2
2 1 0 f2 - f2 —f1 0 3 =2 0 3 -2 ....etc.

3 -2 2 f,>2f,-3f\0 -2 2 f,>3f,-2f,{0 0 -2
Per al sistema:
2 -2 2 2 -2 2 f,>3f+2f,(6 0 2
2 1 0 f,>f,-f, |0 3 -2 0 3 -2 ... etc.
3 -2 2 f,—>2f,-3f\0 -2 2 f,>3f,-2f,{0 0 -2

Per al tercer sistema:

2 -2 20 2 =2 2 0\f,>3f+2f,(6 0 2 0
2 1 0 0[f,»f,-f, |0 3 -2 0 0 3 -2 0]..etc
3 -2 2 1Jf,>2f,-3fl0 2 2 2Jf,>3f,-2f,l0 0 -2 6

Per tant, ja que fem les mateixes operacions, resulta mes adient resoldre tots tres sistemes a la
vegada. Es per aixd que col-loquem a la dreta de la matriu A la matriu identitat (termes independents,
per columnes, dels tres sistemes):

2] -2 2 0 2 -2 2 0y (6 0 2
2 1 0 0|—>|0 [3 -2 0|—>|0 3 -2 0]..etc
3 -2 2 1 0 2 -2 2 00 [-2] 6
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Tema de matrius:

2 0 6
Trobeu la matriu inversade A=| -1 4 4
1 -1 2

Una vegada que hem fet que els elements de la primera columna a,4 i as; siguin zeros i hem obtingut
1 -1 2 00 1

lamatriu |0 3 6 01 1 |,podem continuar les transformacions elementals treballant amb
0 2 2 10 -2

numeros enters (sense recorrer a les fraccions).

Farem que els elements de la segona columna a4, i as, siguin zeros a partir de a,,:

1 -1 200 1) f,53f+f, (3 0 12 01 4
03 6 01 1 036 01 1
0 2 210 -2|f,—>3f-2f0 0 -6 3 -2 -8

Farem que els elements de la tercera columna a4; i a3 siguin zeros a partir de as;:

30 12 01 4)f—>f+2A(3 0 0 6-3 -12
03 6 01 1|f—>f+ |03 0 0-1 -7

00 [ 3-2 -8 00 6 3-2 -8

Finalment farem que els elements de la diagonal siguin tots igual a 1:
3 0 0 6-3 -12)\f —>%f1 1 00 2 -1 4
0 3 0 0-1 -7|f, —>%f2 010 O —% —%
0 0 -6 3-2 -8)f —>%1f3 0 01 —% % %

Per tant la matriu inversa de A és A" =
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7 -2 2
Calculeu lainversadelamatriuA=| 2 1 0
-3 -2 2

Partim de la matriu formada per la matriu A seguit de la matriu identitat de ordre 3
7 -2 2 100

2 1 0010
-3 -2 2 001

Farem que els elements de la primera columna a,4 i as; siguin zeros a partir de aq:
22100 7 -2 2 1 00

2 1 001O0|f,»>7f,-2f|0 11 -4 -2 7 O

-3 2 2 00 1)f,»>2f+3f (0 -20 20 3 0 7

Per aconseguir-ho hem substituit:

- lafila 2a pel resultat de sumar la fila segona per as1= 7 menys la primera per a,; =2, 0
sigui: f, > 7f, -2f,

- lafila 3a pel resultat de sumar la fila tercera per a;;= 7 menys la primera per az= - 3, 0
sigui: f, —> 2f, +3f,

En la matriu resultat farem que els elements de la segona columna a;; =-2iajs =-20
siguin zeros a partir de az, =11

7 =2 2 1 0 0)f 11 +2f, (77 0 14 7 14 0
0 1 -4 -2 7 0 0 11 -4 2 7 0
0 20 20 3 0 7[f,—>11f,+20f, 0 0 140 -7 140 77

Per aconseguir-ho hem substituit:
- lafila 1a pel resultat de sumar la fila primera per a,; =11 menys la segona per a;; =-2 o
sigui: f, > 11f +2f,

- lafila 3a pel resultat de sumar la fila tercera per a,, =11 menys la segona per as, = -20,
o sigui: f, —11f, + 20f,

En la matriu resultat farem que els elements de la tercera columna ay; = -4 i a;3 = 14 siguin
zeros a partir de az; =140

77 0 14 7 14 0)\f —>10f-f,(770 0 0 77 0 -77
0 11 -4 -2 7 0 |f,>35f,+f| 0 38 0 -77 38 77
0 0 140 -7 140 77 0 0 140 -7 140 77

Per aconseguir-ho hem substituit:

- lafila 1a pel resultat de sumar la fila primera per 10 menys la tercera ( ja que as, =140
és igual a 10- as3 que val 14), o sigui: f, - 10f —f,

- lafila 2a pel resultat de sumar la fila segona per 35 més la tercera ( ja que as, =140 és
igual a - 35- a3 que val -4), o sigui: f, — 35f, +f,
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Ara falta dividir: la fila 1a per 770, la fila 2a per 385 i la fila 3a per 140

fL>%of(1 0 0 4% 0 -}
f, > %esf, |0 1 0 %, 1 %,
f3 _) %40 f3 O O l - %0 1 1%0

Zo 0 =X
| la matriuinversaés: | -%, 1 %,
0 1 Y

Podem comprovar aquest resultat:
7 _2 2 %0 0 - %0 1
2 1 0 ol — %0 1 %0 = 0
_3 _2 2 - %0 1 1%0 0

o — O
= O O

Determineu, segons els valors de m, el rang de les matrius

2 1 -1 -1 1 2 m 3
A=|0 2-m 0 2+m|iB={1 1 m 2
0 0 m-4 2-m m 0 1 m
Rang d’A:

La matriu A esta esglaonada i per tant, per calcular el seu rang hem de contar les files no

nul-les que en té.
Els elements a,; i as3 depenen d’'m i per tant hem d’esbrinar per quins valors d’'m aquests

son diferents de zero
a,=2-Mm=0=>m=2
a,=m -4=0=>m=1+2

Tenim tres casos:
e Sim#2im#-2elrang de A és 3 (tres files no nul-les)

2 1 -1 -1 2 1 -1 -1

e Sim=2|0 2-m 0 2+m|—>|0 0 0 4 |=elrangdAés?2
0 O m’ -4 2-m 00 0 O
2 1 -1 -1 2 1 -1 -1

e Sim=2|0 2-m 0 2+m|—>|0 4 0 O |=elrangdAés3
0 0 m’—4 2-m 0 0 0 4

Rang d’'B (mitjancant Gauss):
Per calcular el rang de la matriu B hem d’esglaonar-la (métode de Gauss)

2 m 3 1 2 m 3 1 2 m
1 1 m 2|f,>f—f]0 0o -1 0 0
mO0 1 m|f,»>f-mf|0 -2m 1-m* -2m|f, > f,-2mf,{0 0 1-m?

Una vegada la matriu B esta esglaonada hem de contar les files no nul-les que en té.
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L’element as; depenen d’'m i per tant hem d’esbrinar per quins valors d’'m aquest és diferent
de zero

a,=m"-1=0=>m=+1
Tenim tres casos:
e Sim#1im#-1elrang de B és 3 (tres files no nul-les)

(tr
1 2 m 3 1 2 1 3
e Sim=1|0 -1 0 -1/—>|0 -1 0 -1l|=elrangdBés2
0 0 1-m* 0 0 0 0 O
1 2 m 3 1 2 -1 3
e Sim=1|0 -1 0 -1|—>|0 -1 0 -1l|=elrangdBés?2
0 0 1-m* 0 0 0 0 O

Rang d’'B (mitjancant determinants):

En B=

S kL -
o L, N
= 3 3

3
2 | tenim I'element a11=1#0 i per tant rang (B) = 1
m

Orlem aquest element amb la fila 2a i columna 2a. El menor que resulta

2 1i tant
=-11i per tan

1 p

rang (B) = 2

Podem orlar aquest menor de dues formes:
1 2 m

e Amblafila3aicolumna3a|l 1 m:1+2m2—m2—2:m2—1:03{_
m 0 1
o0 Sim#1im#-1elrang de B és 3 (determinant no nul)
1 2 3
e Amblafila3aicolumnad4a|l 1 2/{=m+4m-3m-2m=0per qualsevol valord'm
m 0 m

Per tant
Sim#1im#-1elrangde B és 3 i
Sim=1om=-1elrangde B és 2
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