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RECEPTES PER A SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS DE COEFICIENTS REALS

Una equacio lineal amb n incognites, X1, Xz, ..., Xn, €S uUnaequacio de laforma:

ax +ax +..+ax =b @
Els nombres ay, ay, ..., an, S anomenen coeficients, i € nombre b, terme independent. Cada
soluci6 constara de n nombres; cada solucié sera, doncs, un vector (X, Xz, ..., Xn).

Noteu que I’ equacio es pot indicar mitjancant un producte matricial de la seglient manera:

a0

@ & .. an)-gxzi=b
Gl =
&, 5

Més breument, si anomenem A alamatriu de coeficients, X alad incognites, i B alade terme
independent, ens quedara

AX =B )

Quan parlem d’ un sistema de m equacions lineals, tindrem m equacions de laforma (1) i, per
tant, quedara representat en laforma (2), amb la Gnica diferénciade qué lesmatrius A i B
tindran mfiles (una per a cada equaci6é del sistema).

Pel quefaales solucions, si un sistematé algun vector solucié, s anomena compatiblei, si no
en té cap, S’ anomenaincompatible. Si només existeix un vector solucio, €l sistema s anomena
determinat i, si t€ més d’ una solucio, s anomenaindeterminat. El teorema fonamental per
estudiar les solucions d' un sistema d’ equacions lineals és el de Rouché Frobenius

Teorema de Rouché-Frobenius

a) Un sistema d’equacions lineals és compatible si, i només si, el rang de la matriu
A es igual que el rang de la matriu A'=(A|B) (aquesta matriu, obtinguda
afegint a A la columna B, s’anomena matriu ampliada).

b) En el cas que el sistema sigui compatible, si el rang de les dues matrius val r,
n’hi ha dues possibilitats:

a. El nombre d’incognites és també igual a r. Aleshores, el sistema és
determinat

b. El nombre d’incognites és més gran que r. Aleshores, el sistema és
indeterminat, i té infinites solucions.

En general, tractarem només de sistemes amb 3 equacions.

Exemple 1
Un sistema de 3 equacions amb 3 incognites és de laforma

a1><1+a2><2+a3><3—blu & & agbaeqb aéw

X +ax, +ax, = bzy Matricia ment: C’a a, ag breument: A°X =B
a,% +a;%, + 8% =b,}, §a7 3 agﬂéxsﬂ ébsﬂ

Observacio 1:

Si lamatriu Atéinversai laconeixem, o ensresultafacil calcular-la, aeshores podem calcu-
lar lasolucié amb laférmula X = A*-B; e sistema sera, per tant, compatible determinat.
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Observacio6 2 (com resoldre € sistema, en general)
En genera, per resoldre el sistema, podeu procedir de la segiient manera:
1. En primer lloc, escriure lamatriu ampliada

& 3 a|bo
A'=ga, a &bl
S, a a b
2. Ensegonlloc, esglaonar lamatriu A'.

3. S d fina resulta que queden les mateixes filesno nul-lesen A queen A', el sistemaés
compatible i, en cas contrari, seraincompatible

4. Si e sistemaharesultat compatible:

a. S e nombre defilesno nul-les coincideix amb €l nombre d’incognites, aleshores
el sistema és determinat (una sola solucio).

b. Si & nombre defiles no nul-les és menor que e nombre d’incognites, aleshores €l
sistema ésindeterminat (infinites solucions). En aquest cas, si el nombre de files no
nul-lesésr, i e d’'incognites ésr+k, n"hi har incognites que es podran aillar en
funcié delesaltresk, i aquestes k poden prendre qualsevol valor.

X-2y+z = 10
Resoldrem un cas concret, seguint elspassosla4: 2x-y +z = 0{'/
3x-3y+2z = 1}
Passos1i 2:
ad -2 1|16 ad -2 1] 1o ad -2 1] 1o
A'=82 -1 1|0 fia2-2fia S0 3 -1]-22 0 3 -1]-2

§3 -3 2 |1g fila2- 3filat §O 3 -1]-25fila3- fila2 éO 0 0] 0p

Pas 3: El sistema és compatible, perque després d’ esglaonar lamatriu A', S observa que té el

mateix rang que lamatriu A (aquest rang és el nombre de files no nul-les, o sigui, r=2)

Pas 4. El sistema és indeterminat (infinites solucions), perque r=2 < 3 (nombre d’incognites).
N’hi ha unaincognita que podem triar com parametre al qual puguem donar qualsevol valor,

i les altres dues es poden expressar en funcio d’ aguella. Tal com tenim la matriu ampliada
esglaonada, podem agafar com parametre lay o la z, lague més ens convingui.

Agafarem lay com parametre que podratenir qualsevol valor (ho fem perque, com veureu,
ens obliga afer menys calculs). Per expressar aleshores les solucions, escrivim e sistema
resultant de la matriu esglaonada, perd passant lay a segon membre:

X+2Z2=1+2y {j ® x=1+2y- z=1+2y- (2+3y)®
2=-2-3fe

| aixi és com queda expressada la solucio; si voleu solucions concretes, heu de donar valors a
lay, i obtenir despréselsvaorsdelaxi delaz Per exemple, si posem y=1, obtenim la
solucio (-2,1,5); si posem y=-5, obtenim la soluci6 (4,-5,-13).

Intenteu ara expressar la solucio triant com parametre la z (veureu que obliga a més calculs)



ioc*®
i obert L.
catatunya PAU_Matematiques Paco Gonzélez

Determinants

En primer Iloc, no oblideu mai que, tot i que determinantsi matrius se simbolitzen d’ una
manera similar, son conceptes totalment diferents: un determinant és un val or numeric associat
aunamatriu quadrada, mentre que una matriu és simplement una formade distribuir unasérie
de nombres en unataula (o sigui, en filesi columnes).

By 30 8 &
gae a4b a3 a4
Matriu Determinant

Indicarem com es calculen els determinants de matrius quadrades dels ordres 2 3.

En poques paraules, el valor d un determinant d’ ordre 2 és“ el producte dels extrems menys
el producte dels mitjos”. Sabut aixo, €l valor d’ un determinant d’ ordre 3 el podeu obtenir a
partir de determinants d’ ordre 2, com a continuaci6 indiquem:

a1 a2_ . - . " 2 ) = L - o = = =
N NEELELA Exemple: |- [=24- 7(-3 =8+21
a & &
8 & a, & a &
Q 8 g :al" ‘ & t & ‘
a a
a a a G gy 7 G ; 8

Relaci6 entre el determinant d’una matriu i el seu rang

Si A és una matriu quadrada de tipus n"n (n columnes i n files), es compleix:
Rang(A)=n si, i només si, det(A) * O
Si A és una matriu qualsevol (quadrada o no) i en ella podem obtenir un

determinant d’ordre k diferent de zero, aleshores rang(A) 3 k (a I’exemple
segluent veureu com s’ha d’extreure un determinant valid)

Exemple 2
20 1 2
rangaé 2:2, perqué =1(-1)-32=710
&3 -1, 3 -
-2 16 1 -2 1
ffl 2 \ 11 2 1 |2 -
rangZ2 -1 1.<3 peque |2 -1 1=1 - (-2): +1 =1+2-3=0
H -3 2 3 2 |3 -
3 -3 25 3 -3 2
d 1 5 -1p
ranggz 2 1 -2:3 2, perque d'dlasurt algun determinant 2x2 diferent de zero
§4 4 11 -4y
15
Per exemple, 5 1‘:1— 101 0

Noteu com s han de formar els determinants valids: respectant sempre les posicions dels
elements en lamatriu. Els determinants obtinguts d’ aquesta manera S’ anomenen menors
de lamatriu. Per tant, s en una matriu podem obtenir algun menor d’ ordre 2 diferent de

0, aleshores & rang de la matriu és com aminim 2 (&l rang sera exactament 2 només si, des-
prés, resulta que tots els menors d’ ordre 3 sdnigualsa0.)



] obert .
catalunya PAU_Matematiques Paco Gonzélez

Inversa d’una matriu quadrada
Suposem que A és unamatriu quadradai que | éslamatriu unitat del mateix ordre que A (ésadir, |
conté només uns en lasevadiagonal i zeros en tots els altresllocs).

Si existeix unamatriu B tal que A-B = |, aleshores es diu que A ésinvertible i que B éslasevamatriu
inversa. Normalment, lamatriu inversade A sindicaescrivint A™ (a partir o agui, aixi ho farem).

Es molt important que no caiguis en I’ error de considerar que totes |les matrius quadrades tenen inversa:
Es pot demostrar que només tenen inversa les matrius que tenen determinant diferent zero! Aixi doncs,

A ésunamatriu invertible si, i només si, det(A)£0

Hi ha diferents métodes per calcular lamatriu A™, et recordarem el que sol ser més comode i senzill: el
metode de Gauss-Jordan. Esgquematicament, és el segient:

Per tant, per calcular I'inversad’ A, pots procedir aixi:
1. Escriurelamatriu A i, alasevadreta, lamatriul: (A1)

2. Fer transformacions elementals amb les files de I’ esquema fins a aconseguir que lamatriu |
quedi al’esquerra: (1 | ?). (Recordeu que transformacions elementals vol dir només: O bé multiplicar alguna fila per
un nombre diferent de 0, o bé sumar a una fila una combinacio lineal de les altresfiles, o bé canviar I’ ordre lesfiles)

3. Llavors, lamatriu que quedi aladretaseralainversad A

16
Exemple 1. Inversa de la matriu A= 8 -
5 3g

(A|I)—£ 1|1 06 a 1|1 09 x O| 6 -29 a 0| 3 6‘(I|A'1)
% 30 15%):80 1-5 25%80 1'-5 25%80 1.5 25
(1): Jugant amb el 2 (vermell), hem substituit la fila f2 per 2- f2 - 5- f1

(2): Jugant amb el 1 (vermell), hem substituit la fila f1 per f1 - f2
(3): Jugant amb el 2 (vermell), hem substituit la fila f1 per f1 /2. Aixi, ja hem aconseguit la matriu unitat en la part esquerra.

Per tant, la inversa és A'* = ®3 - 19
&5 25
2l 0 2§
Exemple 2: Inversa de la matriu A=g 3 1 5:
4 2 134
el 0 21005 g1 0 2|10 0p A 0 0|3 4 -2
(AH=%3 1 5 01oiq‘90111 3101@_ ............... 0 1 018 -21 117

- ) seguiuiobtindreu +
4 2 13|00 1gyh 0 2 21|40 1g 0212 0 -1y

1): Jugant amb el -1 (vermell), hem substituit la fila f2 per f2 + 3- f1 ilafilafs per f3 + 4- f1

2): Jugant amb el 1 (vermell), substituiriem la fila f3 per f3 - 2 f2

3): Jugant amb el nombre que surti en la posici6 3,3 haureu de convertir en 0 els elements de les files 1 2 de la 3a columna
4):

(
(
(
(A): e

a3 4 -2
Per tant, lainversa és A’ = C. 18 -21 11?

2 0 -1g

Important! Siheu de resoldre una equacié matricial com A-X = B, i si sabeu que A té inversa, aleshores la matriu X
sera X = A™.B, és a dir, només caldra calcular la inversa de A i multiplicar-la després per la matriu del segon
membre. Perd, compte! aquesta multiplicacié I'neu de fer posant A pel mateix costat que estava A (en
aguest cas, seria incorrecte posar X = B-A™)
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Técniques per discutir un sistema d’equacions lineals

Primer heu de tenir clar qué es vol dir quan es parlade discutir un sistema:

“De vegades, un sistema representa en realitat infinits sistemes alhora; per exemple, si ens
diuen que el nombre k és un parametre real, 0 sigui, que k pot ser qualsevol nombre real,
aleshores un sistema com el segiient representara alhora infinits sistemes (familia de sistemes):
kx- 6y =1 . o
+3y= Zg Aquest sistema representainfinits sistemes, un per cadavalor de k
- X =

Exemple: Dos possibles sistemes d' aquesta familia serien

X- 6y =1(
-Si prenem k=1, y=-y Resoleu-lo per comprovar que té solucio Unica.
- X+3y= ZKV)

O sigui, st k=1, € sistema és compatible determinat
2x- 6y =1

-Si prenem k=2,
P -X+3y= 2[V)

Resoleu-lo per comprovar que no té cap solucio.

Osigui, s k=2, d sistema ésincompatible

Doncs, bé, si us demanen discutir € sistema segons els valors del parametre k, heu de trobar
resposta a les seglients preguntes:

1. Per a quins valors de k el sistema és incompatible? (o sigui, quin sén els sistemes
incompatibles de la familia?)

2. Per a quins valors de k el sistema és compatible? (o sigui, quin sén els sistemes
compatibles de la familia?

a. Entre aquests valors de k amb els quals resulta un sistema compatible, per a
quins resultaria compatible determinat ?

b. Entre aquests valors de k amb els quals resulta un sistema compatible, per a
quins resultaria compatible indeterminat ?

Quan tingueu ben localitzats el's valors de k que donen resposta a aquestes preguntes, llavors,
haureu discutit €l sistema “correctament” (Ilevat de possibles errors de cal cul, naturalment).

N’hi ha dos tipus de sistemes en els quals la discussi6 es pot organitzar molt metodi cament.

Casl: |Ened sistema A-X =B, lamatriu ampliada A'= (A | B) és quadrada

1. Cdculeud det(A") i elsvalorsdek que compleixen det(A") =0

2. Si com aresultat S obtenen, per exemple, dosvalors k, i k,, €ls casos dels valors
de k per estudiar ja els teniu separats; serien aquests:
a) Cask=k; b) Cask=k, c) Cask?® k i k?tk,

3. Ené€ casc), € sistema seraincompatible, ja que amb tots aquests valors de k €l
det(A’) seradiferent de O i, per tant, €l rang de la matriu ampliada resultara
maxim, i igual, per tant, al nombre de columnes que tingui. Com que lamatriu A
té una columna menys, no pot arribar atenir el mateix rang. En definitiva,
rang(A) i rang(A’) seran diferentsi €l sistema seraincompatible

4. Per saber quépassas k =k, heu deresoldre €l sistema que resulti substituint k.

5. Analogament, per saber com és el sistemasi k =k, , heu de substituir k per k,
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En el sistema A-X = B, lamatriu dels coeficients, A, és quadrada

1. Calculeud det(A) i elsvaorsdek que compleixen det(A) =0

2. Si com aresultat S obtenen, per exemple, dosvalors K, i k,, €ls casos dels valors
de k per estudiar ja €ls teniu separats; serien aquests:
a) Cask=k, b) Cask=k, c) Cask® ki k?k,

3. End casc), € sistema sera compatiblei determinat, ja qué amb tots aquests
valorsdek el det(A) seradiferent de 0 i, per tant, lamatriu A tindrainversa.
L’ Gnicasolucio del sistema sera, per tant, aguesta: X = A*-B (També podeu
raonar dient que el rang de lamatriu A seraigual a nombre de files que tingui, i
com que I’ampliada té les mateixes files, € seu rang coincidira necessariament;
per tant, el sistema sera compatible)

4. Per saber quépassas k =k, heu deresoldre el sistema que resulti substituint k.

5. Analogament, per saber com és €l sistemas k =k, , heu de substituir k per k»




