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UNITAT 9. FUNCIONS

9. Funcions

EXERCICIS PROPOSATS

1i 2. Exercicis resolts.

280

Dibuixa la grafica de la funcio que reflecteix la poblacié mundial de la taula de la pagina anterior.

7500 -
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4500-
3000 -
1500 -

o

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Les grafiques seglients representen la distancia a casa en funcié del temps. Quina d’aquestes reflecteix
més bé la situacié segiient: “Vaig sortir de casa i vaig haver de tornar-hi perqué em vaig adonar que m’ha-
via deixat I’atles"?

A. B.
d

La grafica que reflecteix millor la situacio és la c.

La tarifa d’un aparcament és de 3 € la primera hora més 2 € per cada hora o fraccio addicional. Representa
de totes les maneres possibles la funcié que dona el preu de I’estacionament durant les sis hores que pot
estar aparcat un cotxe.

Formula Grafica
3 si 0<t<1 Y| 1
5 si 1<t<2
7 si 2<t<3
=10 o oo
9 si 3<t<4
. o1
11 si 4<t<5
13 si 5<t<6 ¢
1
0 X
Taula
Temps (en hores) (0,1] (1,2] (2,3] (3,4] (4,5] (5,6]
Preu (en euros) 3 5 7 9 11 13

Dibuixa una possible grafica per a la funcié f sent D(f) =[0, JuU[5, 7] i R(f)=[0,2].

Y

Resposta oberta, per exemple, la representada a la grafica.
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7. Dibuixa la grafica d’aquestes funcions.

x? si x<1
-X+2 si x>1

a) f(x)—{

b) f(X):{(x—l)z si x<-1
3x-5 si x=>-1
ay | [\ Y b) Y|
/
\\
\ \ /
1 ‘
0 X /
o 1/ X
/
/

8. Troba el dominii el recorregut de les funcions:

a) Y| e) Y]
f 4
N2
\/ o | 1 X
/ol 2 X

b) f(x)=x?+1 f) f(X)=Vx2+x+2

0 f(0-—= 9 100=

d) f(x):x/xz—ZX h) f(x):\/1—x2—\/x2—1

a) D(f)=(—0, 2)U(2 4) i R(f) = (-, 3).

b) D(f)=R.Com que x*=0, R(f) =[1 +x).

té solucid si a=0, R(f)=R—-{0} .

c) D(f)=R-{6}. Com que I'equaci¢ a =

d) Perqué existeixi I'arrel hauria de ser x> —2x >0, per tant, D(f) = (-, O]U[Z, +00).Com que x% —2x pot pren-

dre qualsevol valor real, R(f) = [O, +0).
e) D(f)=[01uU[15 25] i R(f)=[-11].
2
f) Comque x*>+x+2 éssempre positiu, D(f) =R .Com que x2+x+2:[x+%J +%, R(f)_l:g,+oo}
g) D(f)=(0, +=) i R(f)=(0, +0).

h) Perqué existeixi 'arrel ha de ser 1-x*>0 i x*-1>0, per tant, D(f) ={-1 1} i R(f)={0} .
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9. Exercici resolt.

10. Indicaen quins intervals sén creixents i decreixents aquestes funcions:
a)f(x)=5x+2 b)fx)=-2x+6 ¢)fx)=x" d)f(x)=-x*

a) f(x) és una recta amb el pendent positiu = és creixent a tot R.

b) f(x) és una recta amb el pendent negatiu = és decreixent a tot R.

c) f(x) és una parabola amb el vertex a I'origen de coordenades i les branques cap amunt, ja que el coeficient de
X és positiu = és decreixent a (o, 0) i creixent a (0, +©).

d) f(x) és una parabola amb el vertex a I'origen de coordenades i les branques cap avall perqué el coeficient de X2
és negatiu = és creixent a (-, 0) i decreixent a (0, +x).

11. Troba els punts de tall amb els eixos de les funcions segiients i estudia’n el signe.

2

x? -4

f(x) = x5 —2x° +x b) f(x)= c) f(x)=x d) f(x)=

a) x3+1

a) f(—x)=(-x)" - 2(—x)3 +(—x) ==x®+2x* —x = —f(x) . Per tant, f(x) és imparell.

b) f(—x)= (_()(_);2)_4 = szj4 =f(x). Per tant, f(x) és parell.

c) f(—x)=|-x|=|x|=f(x). Per tant, f(x) és parell.

1 1

d) f(—X):(_X)—gﬂ-Zm.

f(—x)=f(x). f(—x)=—f(x). Per tant, f(x) no és ni parell ni imparell.

12. Siguin les funcions f(x) =

2X 1 g(x)=~/x+3 i h(x)=x2-4.Troba I'expressié i el domini de:
X —

a) % b) fog c) gof d) fogeh

Observem que: D(f) =R, D(g) =[-3, +) i D(h) =R

a) (%j(X): Vx+3 : D(9j=[—3, +0)—{-2, 2}

x2—4 h
b) (f og)(X):f(m)z T ) D(f og):[—S, +OO)_{_2}

X j: 3x2 +X -3 ( —1—5}
1

) (9-1)00=0( 2 )= (22 prgeny=| = 2T u(—ll)u{

—1+«E j
T,+oo

d) (fegeh)(x)=(f-g)(x*-4)= \4);2—21, D(f =g =h) = (=0, ~1J U[L +0) {2, 2}

1
x34+1°

13. Obtén el domini de la funcié inversa de f(x)=

D(f ") =R(f) = R-{0}
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. 2x+1 . . g C o1
14. Calculalainversade f(x)= , dibuixa les grafiques de f i f™ i comprova que
(f of-l)(x)=(f-1of)(x)= X .
:2x+1 :3y—1:>f_1(x):3x—1 v ‘
2 2 Ay
Totes dues funcions son rectes i les seves grafiques sén les que es veuen a la fi- -
gura. f
3x-1 >
2. +1 7
(fofil)(X):f(Sx_lj: 2 =X //’9 1 X
2 3 1
2x+1
3. —--1
2x+1
flof)(x)=f"1 -3 =X
(er)o -1 2 -3

15. Sigui f(x)=x°—-x+1. Utilitza la calculadora i aproxima f~1(10) .

f(1) =1i f(2) = 31, per tant, f(10) es troba entre 1 i 2. Si fem aproximacions millors, tenim
f(1,5) = 7,09; f(1,6) = 9,89; (1,61) =10,21i f(1,605) = 10,05 , per tant, f (10) es troba entre 1,6 i 1,605.

16. Exercici interactiu.

17 a 19. Exercicis resolts.

20. Considera la funcio lineal f(x) = 3x + 2 i la funcié quadratica g(x) = x* = x + 5.
a) Calcula els valors de x que tenen la mateixa imatge per a f(x) que per a g(x).

b) Representa graficament les dues funcions en un mateix sistema de coordenades.

¢) Comprova que els valors trobats en el primer apartat coincideixen amb els punts d’interseccié de les dues gra-
fiques.

a) S'’igualen les dues funcions:

+ =3
f(x)=g(x):>3x+2=x2—x+5:>x2—4x+3:03x=4_2ﬁ={x 1
X =

b) V[ [ i
\ i/

(K]

O™~

c) Efectivament, les dues funcions es tallen en els punts d’abscisses x =1 i x = 3.
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21.

22.

23.

[
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Determina a, b i ¢ en la funcié quadratica f(x)=ax?+bx +c per tal que f(-1) = 8, f(3) = 20 i f(1) = 8. Algun
d’aquests punts de la grafica és el seu vertex?

a-b+c=8 a-b+8-a-b=8 b:(;
9a+3b+c=20=:9a+3b+8-a-b=20= a:E
a+b+c=8 c=8-a-b 13
c=—

2

La funcié és f(x) = gxz +% . Es una funcio parella, ja que f(x) = f(—x). Aixi doncs, el vértex es troba a I'eix d'orde-

nades: [0, E] .
2

L 1
Calcula k per tal que I’abscissa del vértex de la funcié quadratica f(x)=kx? —2x + 6 sigui igual a 1

L’abscissa del vértex d’'una parabola és x, = % . Aixi doncs, % = % =2k=8=k=4.

Calcula k per tal que I'ordenada del vértex de la funcié quadratica f(x) = x% —kx +k? sigui igual a 12.

Si I'abscissa del vertex és x, = _—b = ﬂ = 5 , 'ordenada sera
2a 2 2
2 2
Yo =(gj —kg+k2 —125 3 ok 1e k-4

24 i 25. Exercicis resolts.

26.

27.

284

Considera les funcions racionals seglents:

x?-1
X%2-2x+4

3 X+1
f(x =—), X) =
() X—-2 9(x) x?—4

i h(x)=

a) Per a quins valors s'anul-len els denominadors.

b) Indica el domini de cadascuna de les funcions.

a) El denominador de f(x) s’anul-la per a x = 2, el de g(x) s’anul-la per a x = £ 2, i el de h(x) no s’anul-la mai
perque x* — 2x + 4 = 0 no té solucio real.

b) D(f) =R —{2}; D(g) = R —{2,-2}iD(h) = R

De les funcions segients, indica quines son simetriques respecte a I’origen de coordenades i quines res-
pecte a I'eix d'ordenades.

- 0) ) =22
X

a) f(X)Zg b) f(x)= d) f(x):X_ZS

Son simeétriques respecte a l'origen de coordenades la a) i la d). La a) perque f(—x):i:—iz—f(x), i la d)
—X X

perqué f(—x) = 2 =—£3

e =—f(x).
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Per altra banda, la b) és simétrica respecte de I'eix d’'ordenades perqué f(—x) = -1 = _—;L =f(x).
X

(-x)?

A la funcié c) cap de les dues és simetries perque f(—x) = x-3 _x+3

#F(X) i f(=x) % —f(x) .

281 29. Exercicis resolts.

30. Determina el valor del parametre a per tal que la funci6 irracional f(x) =Jx-a tingui com a domini l’inter-
val [3, +om).

S’ha de complir que a = 3, ja que el domini de f(x)= Jx —3 s6n tots els nombres reals tals que x—3=20.

31. Eldominidelafuncio f(x) =Ll és el conjunt R — {1}. Coincideix amb el domini de la funcié f(x)= ,le
X — X —

?
No coincideix perqué la primera funcio f(x) = 1 és una funcié racional, mentre que la segona funcio
X —

f(x) =, ;Ll és una funcid irracional que té per radicand una fraccid. El seu domini s6n tots els nombres reals tals
X —
que leo i x—1%0:D(f) = (0, 0] U (1, +o0).
X —
321 33. Exercicis resolts

34. Escriu com a funcions atrossos aqguestes funcions i dibuixa'n la grafica:
a)f(x) = |-x+3|+5x +2 b) f(x) = |x + 2| + |2x — 10|

—X+3+5x+2=4x+5 si x<3

a) f(x) =|-x+3[+5x+2= .
X—3+5x+2=6x-1 si x>3
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X+2+2x-10=3x+-8 si x=>5
b) f(x) =|x+2|+[2x-10] ={x+2-2x+10=—-x+12 si -2<x<5
-X—-2-2Xx+10=-3x+8 si x<-2

T

35. Amb I'ajuda d'una taula de valors, representa aquesta funcio:

f(x) = x — ent(x)

La funci6 part entera té aquesta forma:

Una taula de valors és:

X -2 | -15| -1 | -0,2 0 0,4 1 1,7

f) | 0 05| 0 |08 | 0 |04 ] 0 | 07

—

36 a 38. Exercicis resolts.

39. Expressa aquestes funcions en la forma f(x) = a*.
a) f(x) = 47

b) f(x)= (%)f

X
C) f(X)_S_x

dy F 0=
5X
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a) f(x) =47~ =F=(—]X
7,
b) f(x):(gJ =3
2x (2
c) f(x):s—x:(gj

10*

d) f(x)= 5x =10*.5% :(:I_O.S)>< = 50*

X
40 Lagraficade lafuncid f(x)=5* passa pel punt (a, b). Comprova que la de la funcid f(x) =(%) passa per

(-a, b) .

Si f(x) =5* passa per (a, b), vol dir que f(a)=5%=b.

-a
Aleshores: f(-a) = (%) =52 =D. Per tant, passa per (-a, b)

41 Determina el domini d'aquestes funcions:

a) f(x)=log(x?>—x-6)
b) f(x) =log3/1- x?

c) f(x)= Iog(i—:—ij

d) f(x) = Iog[gj

La funcié logaritmica esta definida per a x > 0. Per tant, s’han de trobar els valors de x per als quals es pot prendre
el logaritme.

a) x?—x-6>0=(x+2)(x-3)>0=x (-90,-2)U(3+0) = D(f) = (—0,-2) U(3,+x)
b) I1-x2>01-x2>0o (1-X)1+x)>0=x e (-1]) = D) = (-11)

c) X—_1>0:> X € (=0, =1 U (4, +o0) = D(f) = (=00, —1) U (1, +0)
X+1

5

d) —— > 0= x €(0,+0) = D(f) = (0,+x)
X+1

42. Calcula la base d’una funcié exponencial que passa pel punt (5, 32).

La base és 2 perqué 2° =32 . S’escriu f(x) =2*.

43. Exercici resolt.
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44.

45.

46.

47.

288
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Dona en cada cas dos valors possibles de y:
a) f(x) =sin(x+y)=sinx
b) f(x) =cos(x+y)=cosx
c) f(x) =cos(x+Yy)=sinx

d) f(x)=tg(x+y)=tg x

a) Esevidentqueperay=0iy=2r es compleix la igualtat.

b) y=0iy=2x perque cos (X +Yy) = cos (X — 2x) = c0s(—x) = CcOS X

. 3n 3n 3n . . 3n . .
c) Si y:7:>cos(x+y):cos x+? :cosx~cos?—smx-sm7=—smx-(—J)=smx

-7 —T —T . . —T . .
y =5 = COS(X +VY) :cos(x+7):cosx-cos?—smx-gn? =-sinx-(-1) =sinx

d) y=0iy=n=tgX+Yy)=tg(x+m)=tgx

Dona en cada cas dos valors possibles de y:
a) f(x) =sin(x+y)=-sinx
b) f(x) =cos(x+Yy)=—cosx
c) f(x) =cos(x+y)=—sinx

d) f(x) =sin(x+y)=-cosx

a) y=n=sin(x+m)=-sinx
Yy = -1 = Sin(X — 1) = SinX - COS(—7) — COS X - Sin(—) = —sin X
b) y=mn= cos(x+m)=cosx-cost—sinX-sint=—CosXx

Yy = —1 = COS(X — 1) = COS X - COS(—7t) — SiN X - SiN(—) = —COS X
s T Y . . T .
C) Yy =— = C0S| X+— |=C0SX-COS——SinX-sin— =—-sinX
2 2 2 2

-3n ( —375) -3 . . -3n )
y =—— = CO0S| X +—— | =C0SX-C0S—— —SinX - Sin—— = —sinXx
2 2 2 2
3n . ( 3n) . 3n . 3n
d) y=—=sin| Xx+— |=SsiNX-C0S— +COS X - Sin— = —COS X
2 2 2 2
—T

—T . . —T . —T
y =—:>sm(x+—)= SiNX-C0S— +COS X - Sin— = —COS X
2 2 2 2

Exercici resolt.

A partir de la grafica de f, esbossa les grafiques de les funcions segtients.

a) gx)=f(x)+ 4y d) he)=f(x)- 1
b) g(x)=f(x+4) e) hx)=f(x-1)
c) g(x)=3f(x) f) hXx)=f(3x)
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a) g s’'obté mitjangant una translacié vertical,
desplacgant la grafica de f 4 unitats cap amunt.

Y [

I

I
/
/
/

~

/
|
|

N

[
[
[l

b) g s’obté mitjangant una translacié horitzontal,

desplacgant f 4 unitats cap a I'esquerra.

[
| |
/ /

—
T —

[ ———
T

c) g s’obté a partir de f
mitjangant una dilatacio vertical.

%\Y

[
/
R
/

—
—

\ -
-y
——
r—

—
—_—

48 a 58. Exercicis resolts.
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d) h s’obté mitjangant una translacié vertical,
desplacgant la grafica de f1 unitat cap avall.

Y |

——
|

e) h s’obté mitjangant una translacié horitzontal,

desplagant f 1 unitat cap a la dreta.

Y

|
|
/

N

[
[
I
[l
[

f) h s’obté partir de f
mitjancant una dilatacié horitzontal.

v |
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EXERCICIS

Concepte de funcié. Domini i recorregut
59. Obtén el domini de les funcions segients.

Xz_l c) f(x)=X2_4 e) f(x):«/(x—l)(2x+3) g) f(x)=1+ 2"‘

a) f(x)=
)()x+1 X+2 - X

x%+1 X+2 1 5_
X_l d) f(X)— X2_4 f) f(X):m h) f(X):1+ 37)(

X

b) f(x)=

a) D(f)=R, perque el denominador no s’anul-la en cap nombre real.
b) D(f)=R—-{1}, perque el denominador s'anul-laa x =1.
c) D(f)=R-{-2}, perqué el denominador s’anul-laa x =-2.

d) D(f)=R-{-2 2}, perqué el denominador s’anul-laa x=-2 i x=2.
e) Hade ser (x—1)(2x+3) >0, per tant, D(f) = (—oo —g}u[l +o).
f) Hade ser (x-1)(2x+3) >0, per tant, D(f) :(—oo, —gju(l +00).

g) Hade ser :_X

>0, per tant, D(f) =(—o0, 3]U(5, +x).

h) Ha de ser :_X

>0, per tant, D(f) = (—o0, 3)U[5, +).

60. Representala grafica de lafuncio: Y

2X+3 si x<1 /
f(X)=4x2+2x+2 si 1<x<2 /
-3 si x>2 /

La grafica de f,(x)=2x+3 és una recta que passa pels punts (0, 3) i (1, 5). La grafica

de f,(x)=x?+2x+2 és una parabola amb vertex a (-1, 1) i que passa per (1, 5) i (2,

-

10). La grafica de fy(x) =—-3 és la recta horitzontal y =-3.

61. Representa graficament la funcié que es correspon amb les dades de la taula segiient i busca una expres-
sig analitica per a aquesta funci6.

2| o0 1 3
y 1 1 4 | 16

Y|
Com que f(-2) =f(0) podem pensar que es tracta d’una parabola amb eix de simetriaa x =-1, \ /
és a dir, una expressio de la forma f(x) =a(x +1)?> +b . Si la forcéssim a passar per (0, 1) i (1, 4) \\ /
obtindriem f(x) = (x +1)?, que també compleix que f(3) =16, per tant, 'expressio és valida.
1
4 o 1 X

62. Troba una expressio analitica de la funcié que té per grafica

-
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la seguent.
-2 si x<2
f(x) = 2X5+6 si 2<x<7
ﬁ si x>7

Operacions amb funcions

63. Definim dues funcions f(x) _1 i g(x)= LZ Demostra que (f eg)(x) =x -2 i justifica que el domini d’a-
X X —

64.

291

guesta funcio no sigui R

(feg)(x) :f(x_izj =x—-2. Com que D(f)=R—-{0} i D(g)=R-{2}, la composicié no esta definida a x=2 ni

en els punts on s’anul‘li g. Com que la funci6 g no s’anul-la a cap valor, D(f og) = R—{Z} .

A partir de f(x)=x2-x—-2, g(x) = Px -4 4, h(x)= -z

2 it(x)=1-x2, calcula les funcions segients i tro-

ba’n els dominis.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

f)

9)

h) vy

(f —t)(%) d) (g-1)(x) 9 0 i) i
[%j(x) &) (th)(x) h gl K (heget)()
(hog)(x) f) (%j(X) i) hfl(X) 1) (totog)(x)
(fF—t)(x) =f(x)—t(x) =2x> —x -3 . Com que D(f)=D(t)=R, D(f -t) =R

[ j( )= T =(x?2-x—2)(x?-4) . El domini de fﬁ esta format pels valors per als quals existeixen fi h i, a

h(x)

més, no anul-len h. Per tant, tot i que I'expressié de fFsigui polindmica, D(fﬁj = R—{—Z, 2} .

(hog)(x):h(g(x)):h(«/Zx—4)=T18. Tenim D(g)=[2, +=), perd si 2x—-4=4, és a dir, si x=4, no
existeix (hog)(x), pertant, D(hog)=[2 4)U(4, +x).
(got)(x)=g(t(x)) =g (1—x2) =+-2x%>—2 . Com que sempre és negatiu —2x>—2; D(g-t)=.

(fh)(x) = f (x)h(x) = ng—xf i D(fh) = R—{-2, 2} .
X —

[ ]( x) =100 _ Xz_—xz_z i D(%):R—{—l 1.

t(x) 1-x

Com que f(x) no és injectiva, no té inversa.

2 2
=2x -4 = x =y—2+4:g’1(x)=XT+4 i D(@)=R(g) =0, +x).

Com que j(x) no és injectiva, no té inversa.
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j) Com que t(x) no és injectiva, no té inversa.

k) El domini d’aquesta funcié és buit, ja que g(x) només esta definida si x >2 pero el recorregut de t és (—x, 1].

) (totog)(x):t(t(g(x))):t('[(x/2x—4))=t(—2x+5)=1—(—2x+5)2 i D(teteg)=D(g)=[2 +x) malgrat que

I'expressio de totog és polindomica.

Propietats de les funcions

65. Per a les funcions segiients, determina’n el domini, calcula’n els punts de tall amb els eixos i estudia’n el
signe, segons els valors que prengui la variable independent al llarg del domini. Esbossa la grafica de la

funcio.

a) f(x)=-x?>+5x+14

b) f(x)=(x+2)(x-1)(x-3)
c) f(x)=(x?+2x)(x-1)"(x-3) )
a) Domini: D(f)=R

Talls: Eix Y: f(0) =14 = A(0, 14)

Eix X:f(X)=0=-Xx*+5x+14=0=>X

Signe: f(x) =—(x+2)(x—7)=f és positiva a (-2 7) inegativaa (-0, —2)U(7, +).

b) Domini: D(f) =R

Cortes: Eix Y: f(0)=6= A(0, 6)

Eix X: f(x)=0=(x+2)(x-1)(x-3)=0=x=-2 x=1 x=3=B(-2, 0), C(1, 0)

i D(3, 0)

d) f(x)=x(x*+2)(x*-1)

e) f(x)=—— "

x(x*-9)
)

(x+1)(x-1
(x=1)(x*+9)

f(x) =

3(x?+1)

-2 x=7=B(-20)iC(7,0)

Signe: f(x) = (x+2)(x-1)(x—3) = és positivaa (-2, 1)U(3, +=) inegativa a

(=0, ~2)U(1, 3)

c) Domini: D(f) =R

Talls: Eix Y:f(0)=0= A(0, 0)

Eix X: f(x)=0:>(x2+2x)(x—1)2(x—3)=0:>x:—2, x=0,x=1x=3=>

=B(-2 0), A(0,0), C(1 0) i D(3,0)

9) f(x)=

X
h) f(x)=— 1"

x(x—5)2
(x+2)*(x-1)

—
oS o — |

ol @ J <

—r

A\

\Y)

Signe: f(x) = x(x +2)(x-1)*(x —3) =f és positiva a (-2, 0)U(3, +) i negativa a (-, —2)U(0, 1)U(1, 3).
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d) Domini: D(f)=R

Talls: Eix Y: f(0) =0=> A(0, 0) ] |

Eix X:f(x) =0 = x(x*+2)(x*-1) =0=>x =-1 x =0, x =1=> B(-1, 0), A(0, 0) i
C(1,0) | /

Signe: f(x) =x(x?+2)(x+1)(x-1) =f és positiva a (-1 0)U(L +=) i negativa a II
(=0, -1)u(0,1).

e) Domini: D(f) =R —{-1 1}

Talls: Eix Y:f(0)=0= A(0, 0)

D e

a
\
\

Eix X:f(x) =0=>x(x*-9)=0=x=-3, x=0,x=3=B(-3, 0), A(0, 0) i
C(3,0) e Eil
X(x+3)(x-3)
(x+1)(x-1)
negativa a (-0, —3)uU(-1 0)u(1, 3).

AV

T
™~

Signe: f(x) = = f és positiva a (-3, —1)U(0, 1) U(3, + ) i

=S|
|

Per dibuixar la grafica només cal observar que la funci6 és imparella, les rectes x =-1, x =1 s6n asimptotes
verticals i la recta y = X és asimptota obliqua.

f) Domini: D(f) =R

Y|
Talls: Eix Y:f(0) =-3= A(0, -3)
1
Eix X:f(x) =0=(x-1)(x*+9)=0=x=1= B(1 0) 0'/3; <
|
~1(x%2+9 >
Signe: f(x) = w = fés positivaa (1 +«) inegativaa (-, 1). T
3(x*+1) P
Per dibuixar la grafica només cal observar que larecta y = %—% és asimptota obliqua.
g) Domini: D(f) =R —{-1 1} /
Talls: Eix Y: f(0) =0= A(0, 0)
|
Eix X:f(x) =0 = x(x-5)'=0=x=0,x=5=A(0,0)i B(5,0) [ -----i--i--
) X

x(x—5)2

(x+1)2(x—1)

(=0, 1) U(=1 0)U(1, 5)U(5, +x).

Signe: f(x) = = f és negativa a (0, 1) i positiva a

i

T

1

1

'

1

'
”
4
-r

T

1

1

[

'

'

'

T

'

1

I

Per dibuixar la grafica només cal observar que les rectes X =-1, X =1 son asimptotes verticalsilarecta y =1
és asimptota horitzontal.
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o
h) Observem que si x # -3 tenim f(x) = (X —3)x, per tant, la grafica de f és una pa- \ Y
rabola a la qual es treu el punt (-3, 18). A\
Domini: D(f) = R —{-3} \ /
Talls: Eix Y:f(0) = 0= A(0, 0) \ /
Eix X:f(x) =0=>(x*-9)x =0=x = -3 (no valid), x =0, x =3 = o~ X

AQ0,0)yB(3 0)

(x+3)(x-3)x

3 =x(x-3) six = -3, f és positiva a (-0, —3)U(-3,0)U(3, +=) inegativaa (0, 3).
+

Signe: f(x) =

66. Calcula els punts de tall amb els eixos de la funcid f(x)=x2+2x +2+ 10 . Troba’n el domini i estudia’n el

signe, segons els valors que prengui la variable independent al Ilarg del domini. [Nota: escriu la funcié do-
nada com a quocient de dos polinomis]

10 _ (X =3)(x*+2x+2)+10 _ X3 —x2-4x+4 _ (X=D(x+2(x-2)

f(X)=x?+2x+2+
x-3 x-3 x-3 x-3

Domini: D(f) = R —{3}
Talls: Eix Y:f(0) = - & = A(O, _ij
3 3
Eix X:f(x) =0= (x-)(x +2)(x—2)=0=>x=-2 x=1 x=2= B(-20),C(10) iD(2 0)

Signe: f és positiva a (-0, —2)U(1, 2)U(3, +) inegativaa (-2 1)u(2 3).

67. Estudia si les funcions segiients tenen simetria respecte de I’eix Y o respecte de I’origen de coordenades.

1 _x*4x . . x
a) f(x)7—|xz+1| e) f(x)_2x+1 i) f(x)_sm[xzﬂj
4 2_9 4
b) F(X)=x(x-1)(x+1) ) f(x):% i) f(x):cos(xx+l)
c) f(x)=x?-3x 9) f(x)=x7|x|
d) () =x2(x2-1)(x2 +1) h) f(x):lxlexz

1 1

f(—x) = =
( ) |(—X)2+1| |X2+1|

b) f(-x)=-x(—x-1)(-x+1)=—x(x+1)(x-1)=—f(x) = la funci6 és imparella, és a dir, simétrica respecte de I'ori-
gen de coordenades.

a) =f(x) = la funcié és parella, és a dir, simétrica respecte de I'eix Y.

c) f(—x)=x2+3x no coincideix amb f(x) ni amb —f(x), la funcié no és parella ni imparella.

d) f(—x)=x*(x*-1)(x* +1) =f(x) = la funcié és parella, és a dir, simétrica respecte de I'eix Y.

X =X L. . ., , ..
no coincideix amb f(x) ni amb —f(x), la funcié no és parella ni imparella.

& 0=
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68.

69.

295

x*(x2-9)  x*(x*-9)

= =f(x la funcio és parella, és a dir, simétrica respecte de l'eix Y.
(D (x-1)  (x-D(xay) X= P P *

f) f(x)=

9) f(-x) =x*|x|=f(x) = la funci6 és parella, és a dir, simétrica respecte de 'eix Y.

3
h) f(—x)= =—f(x) = la funci6 és imparella, és a dir, simetrica respecte de I'origen de coordenades.

X" |—X

. (=X
i) f(—x)= sm(x2 1

de l'origen de coordenades.

. X . X o . L
j:sm(— > J:—sm( 5 1J:—f(x):> la funci6 és imparella, és a dir, simétrica respecte
X X? +

4 4
+1j = cos(— X +1J = cos(x +1] =f(x) = la funcié és parella, és a dir, simétrica respecte de
X X

i) f(—x):cos[x4

leix Y.

Hem representat sis funcions quadratiques de formula f(x) =ax2+bx +c. N'hi hatres en qué a>0ien les
altres tres, a < 0. En dues, el discriminant A=b? —4ac >0, en dues més, A=0 i enles altres dues A<O.

WAVAY
T

Classifica-les segons el signe del parametre a i segons el signe del discriminant.

Funcié
f g h i j k
ala>0|a>0|a>0|a<o|a<0]|a<0
A[A>0 | A=0|A<O0|A>0|A=0|A<O

Una parabola talla els eixos en els punts (-1, 0), (5, 0) i (0, —10). Quin és el seu vertex?

Com que una parabola és simétrica respecte a la recta vertical que passa pel vertex (I'eix), I'abscissa del vértex

sera el punt mitja entre les abscisses dels punts de tall amb I'eix X, aixi, x, = 52 1 =2.

D’altra banda, la parabola és de la forma f(x) =a(x+2)(x-5), amb la qual cosa f(0)=-10=-5a=-10=a=2,
és a dir, la parabola és f(x) = 2(x +1)(x —5) = 2x> —8x — 10 i I'ordenada del vértex és y, =f(2) =-18

Per tant, les coordenades del vértex sén V = (2, —18) .
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70. Fes un estudi complet de les paraboles donades per:

a) f(x)=—x*>+2x+3 b) f(x)=x*>+7x+10
a) Es una parabola concava cap avall (m) amb un maxim absolut en el vertex Y
X, _=2 =1(y, =4)ieixde simetrialarecta x =1.
) /I \
El punt de tall amb eix Y és (0, 3) i els punts de tall amb I'eix X son (-1, 0) i (3, 0). 0 X
Fem una taula de valors: X 211101112131 a / \\
y|-5/0|3|4|3|0]|-5 / \
b) La grafica és una parabola concava cap amunt (u) amb un minim absolut en el \ ¥
vertex X, = I (y, = —g) i eix de simetria larecta x =——. \ /
2 4 2
El punt de tall amb l'eix Y és (0, 10) i amb I'eix X s6n (-5, 0) i (-2, 0). \ /
: \ /1,
Fem una taula de valors: - 1
X|-6|-5|-4 ) -3|-2|-1 0 1X
9
— | - 0| 4
2 2

y| 4|0 |-2]|-

71. Representa graficament les paraboles seguents. Primer calcula’n el vértex, I'’eix de simetria i les intersec-
cions amb els eixos de coordenades.

a) f(x)=x%+4x+3 b) f(x)=x2+4x+4 c) f(X)=x%+4x+5

a) L’abscissa del veértex és x, = ;—Z :_—4 =-2=vy, =(-2?+4(-2)+3=-1. L’eix de simetria és la recta x = -2 i

2
—4iﬁ_{x:—3

les interseccions amb l'eix d'abscisses es troben resolent 'equacid x2+4x+3=0=x = > 1
X=-

Talla I'eix d'ordenades a 'y = 3.

. . i b 4 . . L .

b) L’abscissa del vértex és x, = %8 = > =-2=vy, =(-2?+4(-2)+4=0. L'eix de simetria és la rectax = -2 i les
. . o . , o NG -

interseccions amb I'eix d'abscisses es troben resolent 'equacié x“+4x+4=0=Xx = > =-2 .Talla l'eix

d'ordenades ay = 4.

-
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c) L’abscissa del véertex és x, = il = 4 =2=vy, =(-22+4(-2)+5=1. L’eix de simetria és la recta x = -2 i les
2a v

2
. . e , o 414 ]
interseccions amb l'eix d'abscisses es troben resolent 'equacié x*+4x+5=0= x = — Com que no té

solucio real, no talla I'eix d'abscisses. Talla I'eix d'ordenades a 'y = 5.

-

72. Trobaels punts de la parabola f(x)=x2—8x +6 que tenen ordenaday =-9iy =0.

Siy =-9, aleshores x2-8x+6=-9=x?>-8x+15=0=x =

. Els punts sén (5, -9) i (3, -9).

8iJ7:<x=5

2 x=3

840 81210\ 445 .

Siy =0, aleshores x> -8x+6=0= x =

Els punts son (4+\/1_0,0) i (4—\/]3,0).

73. A partir de la grafica de f(x) = x2? representa graficament:

a) g(x) =(x+2) b) h(x) = (x+2)* -3 c) i(x)=3(x+2) d) j() =-2(x+2)

a) La funcié g(x)= (x +2)2 es troba desplagada dues unitats a 'esquerra respecte de la funcié f(x) = x2. Només
cal observar que g(-2) = f(0), g(-1) = f(1), g(0) = f(2), etc.

\ L[]
\ /

MERFZ T\

\I/

b) h(x) resta tres unitats a la funcié g(x), que es desplaca cap avall.

\L

/

\ /
/

ﬁx):[x*—iﬂ]‘\ \

hix) = (x # 2) —

[%]
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74.

75.

76.

298
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¢) La funcio i(x) multiplica per tres les altures de la funcio g(x). Aixo vol dir que és més estreta perque decreix i
creix més rapidament.

itk =3 +2¢ [\ []¥ /

d) Esigual que el cas anterior, perd canviant de signe els valors de I'ordenada.

\ ]

() = (x + 2)f \ /

i = -2(x + 27

I
l \

Troba els punts de tall de les grafiques de les funcions f(x)=—x24x+3 i g(x)=7-4x .

Obtenim els punts que tenen en comu fent f(x) = g(x)

—51«/9_{X—4
-2

X2 +X+3=7-4x=-Xx?+5x-4=0=>x= 1

Els punts son (1, 3) i (4, -9).

Dins d’un quadrat d’1 dm de costat se n’inscriu un altre. Calcula el costat c i I’area A del quadrat inscrit en
funcio de x.

Es compleix que ¢2=x2+(1-x)2=x2+1-2x+Xx2 =2x? —2x+1=>c =\2x?—2x+1 dm perqué si el costat fa
1 dm queda dividit en dues parts: x i 1 —x.

A=c?=2x?-2x+1dm?

Sigui la funcio polindmica de tercer grau segiient: f(x)=x3+2x?-8x:
a) Indica'n el domini.
b) Calcula la interseccié de la funcié amb els eixos de coordenades.

¢) Fes un eshoés de la grafica de la funcié sabent que passa pel punt (-2, 16).
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a) El domini de qualsevol funcié polinomica sempre és R.

b) La interseccié amb I'eix vertical es calcula fent x = 0 = f(0) = 0. Aixi doncs, passa per (0, 0).

La interseccié amb I'eix vertical es calcula fenty =0 =

x=0
x34+2x2-8x=0= x(x2+2x-8)=0= - =
( ) 2% B0 x Zia\/36:<x 4
2 X=2
c) Les interseccions son (0, 0), (-4, 0) i (2, 0).
Funcions racionals
77. Troba el domini de les funcions racionals segients:
2 X+3 x2-x+3 X2
a) f(X)=——— b) f(X)=———— c) f(X)=—5—— d) f(x) =
) 109 (X+D(x—4) ) 1) x2-7x+10 ) 169 X2 —-x+4 Y x?+5

El domini d’'una funcié racional esta determinat per tots els nombres reals x que fan el denominador diferent de

Zero.

a) (x+1)(x—4):0:{§i;1 = D(f) =R —{-1, 4}

b) X2 -7x+10=0=x = =D(f) =R -{2, 5}

2 =2

7149_{x_5
X

C) X2—x+4=0=>x= = D(f) = R perqué el denominador no és mai igual a zero.

1+4/-15
2

d) x2+5=0=x=+/-5 = D(f) =R

78. Donada lafuncié f(x) = X—_Z, troba I’expressié de:
X +

a) f(—x) b) f(x + 2) c) f(x) +2 d) —f(x)
-Xx-3 Xx+3

3 f(_X):—x+4:x—4

b) f(x+2):(x+2)_37 x-1

(x+2)+4_ X+6
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¢) f(x)+2= x—3+2: X—3+2x+8 :3x+5
X+4 X+4 X+4

X-3 —X+3
X+4 x+4

d) —f(x)=-

Determina les asimptotes vertical i horitzontal de les funcions segients.

x-1 -3X+2
b) g(x)=—

3 f(x):X_2 x-1

d) i(x) =

¢) h(x) = Xz—fl

Una asimptota vertical és la recta x = a si lim f(x) = oo i una asimptota horitzontal és la rectay = b si

X—a
En una funcié racional 'asimptota vertical es calcula fent zero el denominador.

En una funcio racional I'asimptota horitzontal s'obté calculant el limit quan x tendeix a infinit.

Funcio f(x) a(x) h(x) i(x)
A. vertical X=2 x=1 X=-1 X:g
; 1
A. horitzontal y=1 y=-3 y=2 y= -5
2x -1

Considerala funcio racional f(x)= 3
X —

a) Determina el domini i la continuitat de la funcié.
b) Calcula’'n les asimptotes horitzontal i vertical.
¢) La funci6 talla alguna vegada la recta y = 2?

d) Fes un eshos de la funcid.

a) x—3=0= x=3. Pertant, D(f) =R — { 3}. La funci6 no és continua.
b) L’asimptota vertical és la recta x = 3 i I'horitzontal, la recta y = 2.

c) S’ha de resoldre la igualtat 2 _31 =2=2x-1=2x-6=1=6. No talla maila rectay = 2.
X

d) [ Y| \

ol M+
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Funcions irracionals

81. Troba el domini de les funcions irracionals segients:

82.

301

3) f(x):\/? c) f(x)=vx*-4 e) f(x)= x_iz
b) f(x)=+/x-3 d) f(x):,/X2+2 f) F(x) = ix+—41 .

Una arrel quadrada té solucié només si el seu discriminant é€s positiu o zero.

a) D(f) = [0, +x)

b) x—-320 = x23. Aixi doncs, D(f) = [3, +x)

C) X2-420(X-2)(X+2)=0= X & (~0,—2] U[2,+0) . D(f) = (—o0,—2] U[2,+00) .

d) x2+2>0>D(f)=R

e) > >0 i x=#2.Aixi doncs, D(f) = (2, +x)
X_

f) E'20 i X¢—43X€(—oo,—4)u|:£,+ooj. Per tant, D(f):(—oo,—4)u|:1,+ooj
X+4 3 3

Considera la funci6 irracional f(x)=+2x—1.
a) Calcula les imatges d'aquests valors: % ,1,2,5,13i25.

b) Calcula els valors de x que tenen aquestes imatges: 1, 2, 3,9, 11 15.

c¢) Fes una grafica de la funcié.

a)
1
X 3 1 2 5 13 25
f(x) No existeix 1 NE) 3 5 7
b)
f(x) 1 2 3 9 11 15
X 1 2,5 5 41 61 113

P2x-1=2=2x-1=4=2x=5=x=25
V2x-1=3=2x-1=9=2x=10=x=5
P2x—1=9=2x-1=81=2x=82=x =41
P2x—1=11=2x-1=121=2x =122 = x =61

\J2x—1=15=2x —1=225 = 2x =226 = x =113
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c)
Y
//
//
L~
I
1
(o] X
83. Lagraficade lafuncié irracional f(x)=x/x2—l és
14
1__
0 1
1 X

a) Quin és el seu domini i el seu recorregut.
c) Estudia'n el creixement.

d) Quin tipus de simetria té?

a) D(f) = (=0, -1] U [1, +o0) i R(f) = [0, +0)
b) (-0, —1] és decreixent i [1, +«) és creixent.

¢) Una simetria respecte a I'eix vertical.

84. Considera les funcions f(x)=x3 i g(x)=3/x .

a) Demostra que son inverses entre elles.

b) A partir d'una taula de valors, representa-les graficament i en el mateix sistema de coordenades. Com sén en-
tre elles?

8) (F-0)x)=1(00) =1 ()= (%) =x

©°N09 =) =9 (x*) =3 =x
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SOLUCIONARI
b)
X -2 -1 0 2 g(x)
f(x) -8 -1 0 1 8 X
Y 2(8) .
T
I 7/
I .
7 Z[8)
1] e
X
SR ——
1]
11
// I
// l
‘ ({2, [ 8]

Funcions valor absolut
85. Representa graficament la funcié f(x)=|x +2|. Es sempre positiva? Té un eix de simetria? Dibuixa’l.

Y|
EiX de|simetria

—

Es sempre positiva i la recta x = 2 és un eix de simetria.

86. La funcié valor absolut f(x)=|2x —5|+3 es pot escriure com una funcié definida a trossos. Troba’n les

equacions i dibuixa-la.

2X-5+3=2x-2 si gsx

|2x -5|+3 =
-2X+5+3=-2x+8 si xsE

Y

+8

-

303 | Matematiques 1r Batxillerat



UNITAT 9. FUNCIONS cruilla

SOLUCIONARI
o

g . 1 . . .
87. Representa de manera grafica les funcions f(x)=—2 i g(x)=x%2-5x+4 i, a partir d’aquestes, represen-
X -

ta les noves funcions f(x)=‘%‘ i g(x)=|x2—5x +4|.
X —

Y || Y
| ‘\ f’
=TT
1 | EEeet
; [0 =T+ 5x | 4]
___J-’ iy ‘ J\\ !Ex:xz--Eerll
=1 X| 1\',ﬁ\j
\ I \
1 ° X
fi(x) =
AN 4 x_2

88. Escriu lafuncio f(x) =|x2 —4x +5| com unafuncié definida a trossos i representa-la.

X2—4x+5 si x2-4x+5>0

f(x)=|x2—4x+5|: .
—Xx?+4x-5 si x?-4x+5<0

s - . 2 4+-4 . . . . . .
Perd 'equacio seglient x“—4x+5=0=x = > no té solucio real i sempre és positiva. Per tant:

f(x) = |x2 —4x +5| =x?-4x+5 per a qualsevol valor de x

Y

\ /

\ /

\ /
\ /

—-—
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Funcions exponencials i logaritmiques

89. Dibuixa les grafiques d'aquestes funcions a partir d'una taula de valors i compara'n el creixement.

a) f(x) =4 b) f(x) = 0,4* c) f(x) =10 d) f(x)=12"
" D) 1 0 1 2
f(x) = 4% 0,0625 0,25 1 4 16
f(x) = 0,4 6,25 2,5 1 0,4 0,16
f(x) = 10 0,01 0,1 1 10 100
f(x) =1 2% 0,69 0,83 1 1,2 1,44
[ 1 ]y
ANER
| Sl
|
| |
\ |
\ | F(x) = &
[
f(x) = 0,4 [l
VT
\[ [
I/ f(x) = 1/ 2
[o] u X

La funcié que té la base més gran és la que creix més de pressa. La funcié que té la base entre 0 i 1 é€s decreixent.
Les altres son creixents.

90. Determina les funcions inverses de les seguents.

a) f(x) =log, x b) f(x):loglx c) f(x):logﬁx
3

a) La funcio inversa de f(x)=log; x és f(x)=3* perque (f -f *)(x)=f(3*)=l0ogy3* =x .
e 1) A o 1\ 1Y
b) La funci6 inversa de f(x)=log, x és f(x)=| =| perqué (fof)(x)=f| =] =log, |=| =x.
: 3 3 %\ 3

¢) La funcié inversa de f(x)= Iogﬁx és f4x)= ﬁx perqué (f of L) (x) =f (\/?T)X = Iogﬁ(«/?:)x =X.
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91. Dibuixala grafica de lafuncié f(x)=2%,i, a partir del dibuix, dibuixa la funcié f(x)=log, x .

T~

Una funcid i la seva inversa son simétriques respecte a la recta y = x.

Funcions trigonometriques
92. Silagraficadelafuncié f(x)=sinx és laseglent, dibuixalade lafuncié f(x)=cosx si saps que

. ) . L . T,
cosx =sin| x +E , és adir, és el sinus desplacat 7 a l’esquerra.

2
g(x)=jcos x+ . —
_ I f(k) =sinx -
0 i
~21 -3mi2 = T2 0 w2 ™ 3Tl2 uy
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93. Representa graficament la funcié f(x)=cos2x entre x =-2xni x =2x. En quins punts talla els eixos de co-
ordenades? Quin és el seu recorregut? | el seu periode?

|
-~
=
\
ol
N
[
w
3
|
3
13—
w
3
ol
3
-~
=

=2m -3m/2 =TT -2 0 w2 m 3m/2 2m

Els punts de tall estan representats a la figura. A part del punt (0, 1), els de tall amb I'eix d'abscisses es calculen re-
solent 'equacio:

2x:£+2kn:>x:%+kn

cos2x =0 = 2x =arccos0 = 3 3
2x=—n+2kn:x=—n+kn
2 4

El seu recorregut és R(f) = [-1, 1] i el periode val & rad.

94. Dibuixa la funcié f(x)=|sinx|. Quin periode té?

-2t -3m/2 - -T2 0 w2 m 3w/ 2 2t

El seu periode és igual a = rad.
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Dilatacio i translacioé de funcions

95. A partir de la grafica de la funcié f(x) = i dibuixa les grafiques segiients:
X

) f() =~ +2 b) 1002 &) f(0-— 2
X X X+3
a)
Y
\
T~ ©.2) .
' =
— P X
b)
Il
\ 2
o =2
\
2y ____::
E:_—:“_:_-—.. 5 ¥ Ex
f(x) ==%
\
\
c)
I Y
k(%) = ——
o
0, -2 INCEE
I e A
i o X
T ‘l \ (x)= 1 2
lL T k43
\
|
QUESTIONS

96. Donada una funcié polindmica, és possible que talli I’eix vertical en més d’un punt? Raona la resposta.

La interseccié amb I'eix vertical és el punt (0, f(0)). Si f(x) és una funcid, no pot tenir més d’'una imatge. Per tant, la
interseccio, si existeix, és Unica.
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97. La grafica d’un polinomi de grau imparell f(x) sempre talla I'eix d'abscisses. Raona per que.

Si f(x) té grau imparell, per exemple f(x) = ax®+bx? +cx+d , sempre es compleix un dels dos casos:

- lim (ax® +bx? +cx+d) = -0 = lim (ax® + bx? + cx +d) =+

X—>—00 X—>+o0
- lim (@x® +bx2 +cx +d) = +0 = lim (ax® +bx? +cx +d) = —0

X—>—00 X—>+00
M

La funcié passa de tenir valors negatius a positius, o de tenir valors positius a negatius. Per tant, si la funcié és
continua, ha de passar per un zero. Aixi doncs, existeix x tal que f(x) = 0, és a dir, la grafica talla I'eix OX.

98. La grafica d’un polinomi de grau parell f(x) pot ser que no talli I'eix d'abscisses. Raona per que.

Si f(x) té grau parell, per exemple f(x) =ax*+bx®+cx? +dx +e , sempre es compleix el segiient:

lim (ax* +bx® +cx2 +dx +€) = 0 = lim (ax* + bx® +cx? +dx + €) = 4w
X——0 X—>+00

Aixi doncs, no necessariament la funcio ha de passar de negatiu a positiu, o de positiu a negatiu.

La grafica de la funcié pot tenir aquesta forma i, per tant, no tallar I'eix OX.

\ 1

99. Lafuncié f(x)= guantes asimptotes verticals té? Calcula-les.

[2x|-6"

Resolem I'equacio:

2x-6=0 si x=20=>x=3

|2x|—6=0:{ _
—2X-6=0 si Xx<0=>x=-3

Té dues asimptotes verticals: x = -3 ix = 3.
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100. Descriu totes les caracteristiques que coneguis de la funcié exponencial f(x)=a* en els casos segients:

a) Quana> 1. b) Quan0O<ac<1.

a) 11

I~

—
Ral
M
&)
M
H

e El domini i la continuitat sén tots els nombres reals. El seu recorregut és (0, + ) perqué mai pren valors
negatius o zero.

e Es creixentino té extrems.
e Elpunt (0, 1) és un punt que apareix en totes les representacions perqué a° =1.

e Es concava.
b)

e El domini i la continuitat sén tots els nombres reals. El seu recorregut és (0, + ) perqué mai pren valors
negatius o zero.

e Es decreixent i no té extrems.
e Elpunt (0, 1) és un punt que apareix en totes les representacions perqué a® =1.

e Esconcava.
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101. Associales funcions de la columna esquerra a les grafiques de la columna dreta i justifica la teva eleccio:

il
\
3x
f(x)= 1
(x) 1+x? '
0 X
Y|
1/
x-1 I
X) =
g(x) Z_ 2 ] X
~_/

h(x) = sinx cos 2xn

-

0 X

%

1 A%
00 = xex WA

| 1Y

\

(x —1)? \‘\1 L
K0 =2 +2 ~ > =

f(x) s’associa amb la segona grafica, perqué y =0 és asimptota horitzontal i no té asimptotes verticals.

g(x) s’associa amb I'Ultima grafica, perqué y =0 és asimptota horitzontal i X=-2, X =2 sén asimptotes verti-
cals.

h(x) s’associa amb la quarta grafica, perqué és periodica.

j(x) s’associa amb la primera grafica, perqué no esta definidaa x=0, lim j(x)=0 i lim j(x)=+o0.

x—0~ x—0"

k(x) s’associa amb la tercera grafica, perqué és una parabola.

311 | Matematiques 1r Batxillerat



SOLUCIONARI | UNITAT 9. FUNCIONS

Problemes

[
cruilla

102. Un capital de 50.000 euros esta dipositat en un banc a un tipus d'interes compost anual del 2 %. Quants
diners hi haura passats dos anys? | passats t anys?

103.

104.

312

C

= C,y(L+r)t =50000(1+0,02)? = 50000-1,02? = 52020 euros

Passats t anys:

C

=Cy(1+r) =50000(1+0,02)! =50000-1,02'

Al nivell del mar, I'aigua bull a 100 °C, pero cada increment de 100 m en Paltitud representa, aproxima-
dament, trenta-tres centésimes de grau menys per aconseguir fer bullir ’'aigua.

a) Troba la temperatura d’ebullicio de I'aigua en funcié de I'altitud completant la taula:

Altura (m) 0 100 200 500

100x

Temperatura (°C) 100 99,67 99,34 100-5-0,33=98,35

100 - 0,33x

b) Calcula la temperatura d’ebullicio al cim de I'’Aneto (3404 m) i al de I'Everest (8848 m).

Com que 'Aneto és a 3404 m, tenim: 3404 = 34,04 - 100. La temperatura sera:
T =100 - 0,33 - 34,03 = 88,77°

Com que I'Everest és a 8848 m, tenim: 8848 = 88,48 - 100. La temperatura sera:
T =100 - 0,33 - 88,48 = 70,80°

Als paisos anglosaxons es fa servir una escala de temperatures diferent de la Celsius: la Fahrenheit.

Les temperatures expressades en totes dues escales, Celsius (C) i Fahrenheit (F), es relacionen segons la

~<

™~

funcio:
5
C(F)==(F-32)
9
a) Quants graus Celsius son 41 °F?
b) Quants graus Fahrenheit s6n -3 °C?
c) Troba la funcié inversa de C(F) que permet passar de Celsius a Fahrenheit.
d) Representa, sobre els mateixos eixos, la grafica de la funcié C(F) i la seva inversa calculant préeviament els
seus punts de tall amb els eixos.
a) C4)y-= 3(41— 32)=5°C
b) C(F)=—3:>%(F—32)=—3:> F =26,6 °F
5 9 9
c) C==(F-32)=F==C+32=F(C)==-C+32
9 5 5
d) La funci6 C(F) talla els eixos en els punts (0, —%) i (320). La funcié

F(C) talla els eixos en els punts (0, 32) i (—% Oj. Les grafiques son les

rectes adjuntes.
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105. El rendiment d’unes plaques solars en funcié de la temperatura ve donat per una parabola. Sabem que el
rendiment és maxim (al cent per cent) a la temperatura de 50 °C i que és nul a les temperatures de 10 °C i
de 90 °C. Dibuixa la grafica de la funcié que relaciona el rendiment amb la temperatura i busca la formula
de la funcié.

Sigui x la temperatura: R(x) =ax? +bx +c¢

Si a x =50 té un maxim i rendeix al 100%, tenim: 2500a + 50x +c¢ =100
Si a x = 10 és zero, tenim: 100a+10x +c =0

Si a x =90 és zero, tenim: 8100a+90x+c =0

Es resol el sistema:

100a+10b+c =0
8100a+90b+c =0
2500a +50b +c =100

=, ===, c=——

100a+b=0 -1 25 -225
= = b =
120a+2b =5 16 4 4

La funcié és R(x) = e, 2B, 225
16 4 4

106. Un establiment decideix aplicar un descompte del 5 % per cada compra igual o inferior a 100 euros, i un
descompte addicional del 10 % per la quantitat que supera els 100 €.

a) Escriu la férmula de la funci6 que relaciona el preu final en funcié del valor inicial de la compra x. Fes la grafica
de la funcio.

b) Quin sera el preu final d’'un article que estava marcat amb un preu igual a 342 €7

a) Sigui x el preu de I'article. Un descompte del 5 % vol dir que el cost és del 95 % del preu.
Per tant, si0 < x <100 = C = 0,95x
Si x> 100, el client paga 0,95 - 100 = 95 € pels cent primers euros i un 90 % pels posteriors, que sén x — 100.
Aixi doncs, C =95 + 0,90(x — 100) = 95 + 0,90x — 90 = 0,90x + 5.
L'expressio6 és:
0,95x si 0<x<100

C(x) = .
0,90x+5 si x>100

—150 ‘

100

/ (100, 95)
— 50

b) Six =342, C(342)=0,90 - 342 + 5=312,8 €
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107. Una fabrica té 20 treballadors que treballen 7,5 hores diaries i esta oberta cinc dies a la setmana.

a) Quants treballadors extra haura de contractar la fabrica si preveu un pla d’expansié per al qual necessita un
total de 1200 hores treballades a la setmana.

b) Sih és el nombre d’hores diaries que fa cada treballador, expressa el nombre de treballadors extra que s’ha de
contractar en funcié de h i fes la seva grafica.

¢) La normativa estableix que cada treballador no pot fer menys de 5 hores al dia ni més de 10. Quin és el marge
que té 'empresa per contractar nous treballadors?

d) Sifinalment 'empresa decideix contractar només 10 treballadors extra, quantes hores diaries haura de fer cada
treballador?

a) Els 20 treballadors fan 20 - 7,5 - 5 = 750 hores/setmana. Fins a 1200 h en falten 450. Llavors:
450=x-75-5=>x=12

Fan falta 12 treballadors més.

b) El nombre de treballadors extres en funcié de les hores és: x = % = %
X \
9
~_{(15,6)
h
¢) Siel nombre d’hores oscil-la entre 5 i 10, tenim:
5<sh<10=> 1leizg()ZSQC)Z%:lBZXZQ

5" h 10 5 h 10

Es poden contractar entre 9 i 18 treballadors.

x| \
8 ('R
\
\X= -
h
g o9
T~
T
(o] 1r3 h

d) Six=10= 10= 9_hO = 10h =90 = h =9. Cada treballador fara 10 hores diaries.
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108. S'ha produit un terratremol amb nombroses destrosses i victimes. El govern calcula que el nombre de per-
. . . t+50 .
sones ingressades en un hospital a causa del sisme ha estat P(t) = 7110’ on P(t) és el nombre de perso-
+

nes hospitalitzades, en milers, i t és el temps en dies transcorregut des del moment del terratrémol.
a) Quantes persones hi haura hospitalitzades el primer dia?

b) Quantes persones hi haura passat un mes?

¢) Siun dia hi ha hospitalitzades 500 persones, quants dies han passat des del moment del terratremol?

d) Passat un any, quedaran persones hospitalitzades?

1+50
1 +10

a) Sit=1tenimque P(t)= = 4,636 per tant, 4636 persones.

t2+ S0 = w = 80 =0,0879, o sigui 87,9 (88) persones.
t°+10 30°+10 910

b) Sit= 230 dies, llavors P(t) =

t+50
t2+10

¢) 500 persones sén 0,5 milers, llavors =05=t+50=0,5t°+5=0,5t> -t —45 =0 =t =10,48 Han
passat més de 10 dies.

365+50 415
3652+10 133235

d) Sit=365dies, P(365)= =0,003. Quedaran 3 persones.

Per aprofundir

109. La grafica de I'esquerra correspon a la funcié f(x) = 1 Troba la formula per a la funcié que té com a
+

x2

graficala de la dreta.

-

La segona grafica s’obté a partir de la primera en dos passos. Primer fem el simétric de la grafica de f respecte de
I'eix X, és a dir, és la grafica de —f(x). Després, desplacem la grafica resultant una unitat cap amunt; és a dir, la
1 x?

funcié buscada és 1-f(x) =1— 5= = -
1+x 1+x

110. Demostra que les funcions f(x)=x3+a i g(x)=«\3/x—a son inverses. En el cas a = 3, obtén la repre-

sentacio grafica de la funcidé g(x) a partir de la de la funcié f(x) tenint en compte que son simétriques res-
pecte de larecta y = x.

Y| [] L

3 | a e
_ (3 —a) = (3 v _ 1
(fog)(x)_f(g(x))—f(\/x a) (x a) +a=x-a+a=x f) = b b 3 T
(9°)()=gf(x) =g (x*+a)=Yx*+a-a =Yx® =x RIS
Si f(x) = x3+3, tenim: / 1,/ 1 'gx;-z -y
L X
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La pressi6 atmosférica decreix exponencialment en funcié de I’altura respecte del nivell del mar segons la
funcié p(h) =760-e°¥" on la pressié p es mesura en mil-limetres de mercuri i Paltura, en quilometres.
Fes servir 2,718 com a aproximacio del nombre e.

a) Quina sera la pressio atmosfeérica a la ciutat de Méxic, situada a 2250 m sobre el nivell del mar?

b) A quina altura ens trobem si la pressio és de 700 mil-limetres de mercuri?

a) Atés que la ciutat de Meéxic esta situada a 2250 m sobre el nivell del mar, h = 2,25 km.
p(2,25) = 760-2,71870145225 — 760. 27187052625 = 760.0,72 = 547,2 mm de mercuri.

b) p(h)=760-e%1" =700 = 01" = 0,921 = Ine %" =|n0,921 = —0,145h = 0,08 = h = 0,567 km

Ens trobem a 567 m sobre el nivell del mar.

La depreciacié d’un cotxe que tenia un preu de compra nou de 15 350 € es pot calcular amb la férmula
pt) = p,-0,9', on t és el temps en anys comptat a partir del moment de la compra.

a) Calcula la constant po.
b) Passats tres anys, quin sera el preu de venda del cotxe usat?

c) Sivolem vendre el cotxe per 12 000 €, quants anys han de passar des del moment de la seva compra?

a) Quant=0, el preu era de 15 350 € = 15350 =p,-0,9° = p,
b) Perat=3= p(3)=15350-0,9° =15350-0,729 =11190,15€

¢) 12000=15350-0,9' =0,9"' =0,7817 => log0,9' =log0,7817 =t-log0,9 = -0,1069 =t = 2,33 anys

Indica el domini i el recorregut d'aquesta funcio:

f(x)=vx2—x*

X?—x*20 < x*(1-x*) 20 < (1-x?) 2 0= x e[-1 1]

El domini és l'interval [-1, 1]

_ —_A(—v2)(— _ _Ay2
si /XZ—X4:y<:>X2—X4:y2<:>—X4+X2—y2:03X2: 1 1-4(y)ED 1+y1-4y

-2 -2

Aquesta equacio té soluci6 si 1-4y* >0 < (1-2y)(1+2y) >0 =y €[-0,50,5]

Com que y no pot ser negativa perque la funcié f(x) és una arrel quadrada, el recorregut és R(f) = [0, 0,5].
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ENTORN MATEMATIC

El llum penjant

A I’Eva no li agrada la foscor i sempre intenta tenir molta llum a la seva habitacié. Després de protestar molt als
seus pares perqué el llum de la seva taula d’estudi fa poca llum, aconsegueix que el seu pare compri un llum
nou més potent per al sostre de I’habitacio: “Em surt més barat canviar el llum que els analgésics contra el mal
de cap que em fan venir les teves queixes”.

Dit i fet, ’Eva i el seu migranyés pare decideixen, en conseqiiéncia, col-locar el llum nou sobre la perpendicular
de la petita taula circular de ’Eva, que fa 8 dm de diametre.

El llum que han triat té un cable llarg per poder regular-ne I’algaria.

El pare de I’Eva, lector assidu de Bricomatematica, ha deduit que la il-luminacié generada pel llum en cada punt
del marge de la taula és directament proporcional al cosinus de I’angle 8 i inversament proporcional al quadrat
de la distancia a la bombeta.

Aquesta relacié, matematicament, s’expressa aixi:
cos 0
f(X) = d—2

Aixi, si la bombeta s'allunya massa de la taula, la intensitat baixa, i també si s'hi acosta massa. Tingues en com-
pte que pel teorema de Pitagores, podem expressar tant cos 8 com d en termes de |'altura x, tal com mostra l'es-
quema.

L'Eva vol situar el llum a la distancia més adequada de la taula per tal que la il-luminacié a les vores sigui maxi-

ma. El seu pare li ha donat tres valors possibles: 2 dm, 22 dmi 3 dm. Per a quin d'aquests valors la intensitat
sobre les vores sera maxima?

Expressem cos 6 en termes de x:

X
V16 + x2

La funcié que permet obtenir la il-luminacié sera:

d2-16+x2icos 0= =

f(x)= X 3
(Vi6+x2)

Hem de determinar per a quins dels valors donats la intensitat a les vores és maxima. Substituim:
f(2):;3:0,02236 f(zﬁ):LS:o,omom f(3):;3:0,024

(Vi6-2°) (Ji6+ (227 (Va6+3?)

El maxim es produird quan el llum es trobi a una distancia de 22 dm de la taula.
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L’alcohol i la conduccioé de vehicles

El control d'alcoholemia o test d'alcoholemia mesura la concentracié d’alcohol al nostre torrent sanguini. S’obté

ten

int en compte la quantitat d’alcohol ingerit, el pes de la persona, I'edat i el sexe. Aixi, quan diem que una

persona té un nivell d’alcohol en sang igual a 0,3 g/L volem indicar que té 0,3 grams d’alcohol per cada litre de
sang.

El control d’alcoholémia tant es pot fer calculant la quantitat d’alcohol en la sang com la quantitat d’alcohol de-
tectat en I’aire expirat. D'acord amb investigacions recents, se sap que el risc R, en tant per cent, creix expo-
nencialment amb la quantitat d’alcohol ingerit segons aquesta formula, on x representa la quantitat de grams
d'alcohol per litre en sang:

a)

b)

c)
d)

e)

a)
b)
c)

d)

e)
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R =6-(2,718)*™

Calcula quin és el risc en la conduccié d’una persona que ha begut una cervesa just abans de conduir. Un cervesa
equival a un nivell d'alcohol en sang de 0,3 g/L.

Actualment el nivell d'alcohol en sang maxim permeés per a un conductor no professional i no novell és de 0,5 g/L.
Quin risc es té amb aquest nivell d'alcohol?

Quin risc tindra una persona que té un nivell d'alcohol en sang d'1,2 g/L?
Quin nivell d'alcohol en sang tindra una persona que té un risc del 50 % en la conducci6?

Té sentit limitar el consum d'alcohol als conductors? Raona la teva resposta.

2,04x 2,04-0,3

R =6-(2718)"*" =6-(2,718) =6-184=1106%

2,04x 2,04-05

R =6-(2718)

=6-(2,718) =6-2,77=16,63%

2,0412

R =6-(2718)**" =6.(2,718) =6-1156 = 69,37%

2,04x 2,04x 204x

50=6-(2,718) =(2,718) =8,33=10g(2,718) =10g8,33 =
= 2,04x-10g2,718 =10g8,33 = x =M =103g/L
2,04:log2,718

Si, tenint en compte que el risc creix de manera exponencial.
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Calcula el domini de les funcions seguents.
a) f(x)=-3x2+3x+1

3x+1

b) g(x) =

c) h(x)=x?-1
d) f,0)=3x-5

1
e) gy(x) =2

f) hy(x) =log(x-4)

a) D) =R
b) D(g) = & - {0}

c) x*-120=> X &(—o0,~1]U[1+»). Aleshores D(h) = (—o0,~1] U[1+x)
d) D(f) =R

e) D(gi1) = R — {0} perque x = 0 és una discontinuitat de I'exponent.

f) D(h1) = (4, +x) perque x—4 >0 = x > 4.

Estudia la simetria d'aquestes funcions.

a) f(x)=cosx b) g(x):_72 c) h(x)=x2-9

a) f(—x) =cos(—x) =cosx =f(x) és simétrica respecte a I'eix vertical.
-2 2 e .

b) g(-x) =— = — =—g(x) és simetrica respecte a l'origen de coordenades (0, 0).
-X X

¢) h(x) =(-x)?-9=x?>-9=h(x) és simétrica respecte a I'eix vertical.

Troba les asimptotes verticals i horitzontals de les funcions racionals seglents.

X3 b) f(x) = =

) f(x)= X+3 2X

1

a) L’asimptota vertical és la recta x = -3 i I'noritzontal és larectay = 1.

. . . 1. . . -1
b) L’asimptota vertical és la recta x = 2 i I'horitzontal és larecta y = >
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X si x<1
Estudia el domini, el creixement i els extrems de la funci6 f(x) = x| .
-x2+2 si x21

El domini de la funcié valor absolut i de la funcié polindmica sén tots els nombres reals. Quan x = 1, s’obté:
fl)=-1°+2=-1+2=1
Per tant, D(f) = R.

Un dibuix de la funci6 és:

(o0, 0) i (1, +0) la funci6 decreix. (0, 1) la funcio creix.

Els punts d’abscissa x = 0 (minim) i x = 1 (maxim) sén els extrems.

Representa graficament la funcié exponencial de base 3, f(x) =3* i dibuixa la seva simeétrica respecte de la
rectay = x. De quina funcio és tracta?

L f1(x) = logax

7
.

g

La funcié simétrica de la funcié exponencial és la funcié logaritmica. En aquest cas, és la funcié logaritme de base
3.

Donada la funcié f(x) = x%, determina la férmula de les altres funcions representades.

Y

g(x) = (x —5)? h(x) = «(x—4)?+3 i(X)=(x+4)3>-4 i) =—(x+6)>+2
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En un diposit hi ha al comengcament de mes 500 m? d'aigua. Cada dia es consumeix un terg¢ del que queda.
a) Calcula quanta aigua hi ha al diposit el dia x del mes.

b) Quants metres cubics d’aigua tindra passats 15 dies?

¢) Quin dia tindra la décima part de la seva capacitat?

a) Sies consumeix un ter¢ cada dia vol dir que en queden dos tergos: %-500 .

Sit=0, hiha: Q =500 m*

Passatun diat= 1, tenim: Q = Q :2-500 m?

Sit=2,enqueden: Q = E(Esooj m?®
33
2 X
Passats t = x dies, en queda: Q = (5) .500 m®

15
b) Passats 15 dies, tindra: (éj -500 = 0,00228-500 = 1,14 m?
X X X
c) [EJ -500 = 500 o [Ej = 1 = Iog(z) = Iogi = X -Iogz =-1= x=5,67. Entre el cinque i el sisé dia.
3 10 3 10 3 10 3

8. Representa graficament una funcié amb les caracteristiques seguents:

El seu domini és D =R - {1}, i el seu recorregut és R =R - {1}
Talla I’eix horitzontal en un punt: (-1, 0).

Es sempre decreixent.

f(x) = <

Bt |

———__(-1, 0)

I

I
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RELACIONA | CONTESTA

Trial'lnica resposta correcta en cada cas
1. Sif(x) és unafuncid parellai (2, 4) és un punt de la funcié, també ho és:
A. (2,-4) B. (-2, 4) C.(-2,-4) D. Cap de les anteriors

Si f(x) és parella, vol dir que f(—x) = f(x), en aquest cas f(-2) = f(2) = 4 aleshores (-2, 4) és de la funcid. Resposta

2. Lafuncié f(x)=— té:

||
Una asimptota verticalen x =0
Es sempre constant i igual a 1

Es decreixent i creixent amb un minimax =0

o w >

No és continuaax =0

=1 si x>0

< X |x

Es desenvolupa f(x) = ﬁ =
X .
—=-1 si x<0

No té cap asimptota, no és constant i no és ni creixent ni decreixent. En canvi, té una discontinuitat de salt finit a
x =0 (a l'esquerra del 0 val -1 i a la dreta val 1). La resposta correcta és la D.

3. Unafuncio periodica definida a R pot ser creixent?

A. Si.
No.

o w

Només si és polinomica.

©

Només si és trigonometrica.

Si és periddica ha d’anar repetint la mateixa forma. Una funcié que és creixent en el periode és possible com la
funcio f(x) = tg x. La resposta és la D.

AR
| |
| I
i
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Si la funci6 exponencial f(x)=a* ilafuncio6 logaritmica f(x)=log, X sén inverses, aixo vol dir:

Si el domini d’una sén els nombres positius, el de I’altra s6n els nombres negatius.
Si una és creixent (decreixent), I’altra és decreixent (creixent).

Si una és creixent (decreixent), I’altra és creixent (decreixent).

O o w >

Si una és continua, I’altra no ho és.

La resposta correcta és la C. El motiu és que son simeétriques respecte a la recta y = x. Si la grafica d'una funcié és
creixent, la seva simetrica respecte a la recta y = x també sera creixent. | al revés, si la grafica d'una funcié és
decreixent, la seva simetrica respecte a la recta y = x també sera decreixent. Es pot comprovar observant les
grafiques corresponents.

Tria la relacié correcta entre les dues afirmacions donades

5.

Sigui f(x) funcié polindmica.
1. La funci6 té exactament un maxim i un minim i talla I'eix d'abscisses en tres punts.

2. f(x) és una funci6 polindmica de tercer grau.
A.1=>2pero2»1 B.2=>1perdo1»2

C.1e2 D. Cap de les anteriors.

La resposta és la A. Si la funcid talla en tres punts x = a, x = b i X = ¢ I'eix d'abscisses, tenim: f(x) = (x —a) - (x —b) -
(x — ¢), que és de grau tres. Com que és continua i ha de passar pels tres punts sense interrupcions, entre els
zeros ha de tenir extrems. 1 = 2.

Perd no és cert a l'inrevés; per exemple, f(x) = x> només té un zero.

Elimina la dada innecessaria per contestar

6.

323

Per calcular el vértex d’una parabola d’equacié f(x)=ax?+bx +c que passa per I'origen de coordenades
ens donen les dades segulents:

1. El valor de a. 2. El valor de b. 3. El valor de c.
En agquestes circumstancies la dada innecessaria és:

A. Lal B.La2. C.Las. D. Cap

Si passa per l'origen de coordenades, aleshores f(0) = ¢ = 0. D’altra banda, I'abscissa del vértex és x, :;—b.
a
Necessitem el valor de a i de b. La resposta correcta és la C.
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