SOLUCIONARI

8.

[
cruilla

UNITAT 8. SUCCESSIONS

sSuccessions

EXERCICIS PROPOSATS

1a 3. Exercicisresolts

245

. . L. 2n-1
Calcula els cinc primers termes de la successi6 de terme general a, =n—2.
n
. . e 2n-1
Els cinc primers termes de la successié a, = —— son:
a_211_, , 2221 3 . 2315 24-1 7. _ 25-1 9
o e Ty BTy Ty WTTE T BT Tm %
Escriu els tres termes seguents d'aquestes successions:
a) ay=1a,=8a,=274a,=64.. c) a1:2;a2=§;a3:£;a4:5...
2 3 4
1 1 1 -1 1 3 5
b) a,=lLa,==,a,=—,a, =—... d =, a=—,a=—,a,=—..
)1l223344 )3122538411

a) a; =125 a, =216, a, =343 (an:n3)
0 a-ti sk oa-2 (a-])
as—sv ae—Gv A e R

0 a-8 a-l. a_g( _n+1j
as—s- a6—6, 7=3 an__n

d) 7. 9. afﬂ( 72%3)
& 1 % T (P Tana

Calcula el cinqué terme d'aquestes successions:

a) a,=-1lia,=2(a,,+1) peran=2

b) a,=5ia,=(-D"a,, peranz2

c) y=0a,=1,ia,=a,,-a,, peranz3

Per calcular el terme cinqué s’han de trobar préviament els anteriors.

a) a=-1 a,=2(-1+1)=0, a,=20+D=2 a,=22+D)=6;, a;=2(6+1)=14
Aixi doncs, a; =14

b) & =5 a,=(-1°-5=5 a=(-1°5=-5 a,=(-)%"(5)=-5 a=(-1°-(-5)=5
Aixi doncs, a; =5

c) =0 a,=1 a;=0+1=1 a,=1+1=2;, a;=2+1=3

Aixi doncs, a; =3
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Donades les progressions seglients, classifica-les en aritmetiques i geometriques. Determina en cada cas
el terme general.

a) 5,7,9 11, 13,.. c)2,-1, -4, -7, -10,...

b) 2, 4,8, 16, 32,... d) 2, 6, 18, 54, 162,...

a) Es una progressio aritmética de diferénciad=2i a, =a +(n-)d =5+(N-1)2=2n+3
b) Es una progressio geométricader=2i a, =a,-r"*t=2.2"1=2"

c) Es una progressi6 aritmética de diferénciad =-3i a, =2+(n-1)(-3)=-3n+5

d) Es una progressi6 geométricader=3i a, = 2.3"1

8 a 10. Exercicis resolts

11.

12.

Demostra que la successio a, = T2 és creixent. Indica una fita inferior i una de superior.
n+

Una successio és creixent si a,,, —a, >0. En aquest cas, si a, = Py tindrem:
n+

>0 perqué nx1.

. _ n+#1 n n+l n  n’+3n+2-n*-3n _ 2
Bne1 = n+1+2 n+2 n+3 n+2 (n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

Una fita inferior és el primer terme de la successio m = g, = 3 i una superior M = 1 perqué el numerador és meés

petit que el denominador.

Demostra que la successi6 a, = Y és decreixent. Indica una fita inferior i una de superior.
n+

Una successio es decreixent si a,,, —a, <0. En aquest cas, si a, = Pl tindrem:
n+

4 4 4 4  4n+8-4n-12 -4

- = - = = <0 perquénz=1.
n+1+2 n+2 n+3 n+2 (n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

A8 =

Una fita superior és el primer terme de la successio M = a, = 3 i una inferior m = 0 perque decreix i no té valors

negatius.

13 a 15. Exercicis resolts

16.

246

De les seglients successions, digues si sOn creixents o decreixents. Si estan fitades, indica a quin nombre
real s'acosten.

a) a=2a,=29a;=299 a,=2999...

b) a=2a,=44a,=6,a,=8..

10

C) —E —E —Za—§ —g [ ———
= B = B = A A= B =

a) La successio creix. Les fites sGn m =2 i M = 3. S’acosta al valor 3

b) La successio creix. La fita inferior és m = 2 i no té fita superior. No s’acosta a cap valor. Diem que tendeix a +o
perqué no para de créixer.

¢) Lasuccessi6 decreix. Les fitessonm=1iM = > S’acosta al valor 1.
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17.

18.

19.

20.

247
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- 2n . e . .
La successio a, = —— és creixent i fitada superiorment. Troba lim
n+3 n—w N +3

. 2n . L . 2 . . \
La successi6 a, = Y té el primer terme com a fita inferior: m = a, = 3 Després creix perd no passa del valor 2.
n-+

N’hi ha prou de calcular algun dels seus termes quan n pren valors grans:

20 200 2000 20000
=—=153; =——=194,; =——=199%..; =———=1999
a9 13 1 8100 103 1 8000 1003 1 810000 10003 1
Aixi doncs, lim =2.
n—wo N+ 3
La successio a, = sn+l és decreixent i fitada inferiorment. Troba lim 5n+1.
nso N

La successi6 a, = sn+l té el primer terme com a fita superior: M = a, = 6. Després decreix i s’acosta a 5. N'hi ha
n

prou de calcular algun dels seus termes quan n pren valors grans:

=f—;=5,1; a —@=5,01; a %:5,001; a, ﬂm:S,OOOl

G0 % =700 000 7600 0000 = 765000

Aixi doncs, lim Sn+1 =5.

n—w n

<. 4n L ores . . .z
La successio a, = 3 té limit L = 4. A partir de quin valor de n els termes de la successio estan a una
n+
distancia inferior a 0,001 del seu limit?
Calculem la diferencia entre el terme general i el limit:

| 4n 4_|4n—4n—12|_|—12|_ 12

|n+3 _| n+3 |_|n+3|_n+3

Si la diferéncia ha de ser inferior a 0,001, vol dir que:

123 <0,001=12<0,001n + 0,003 = 11,997 < 0,00In = n >11997
n+

e 47992 . . Ca -
Aixi doncs, no = 11 998. El terme &40 :M:S,QQQO..J tots els seguents estan a una distancia del limit

inferior de 0,001.

La successio a, =3n?-4n-560 no esta fitada. A partir de quin valor de n els termes s6n més grans que
10 000.

Busquem un lloc n tal que a, >10 000.
3n? —4n -560 > 10000 = 3n° —4n —10560 > 0

Les solucions sén (—w,%ji (60,+oo). Només val la solucié positiva. A partir del terme 60 la distancia és

superior a 10 000. Per exemple, podem comprovar que az, =10 000 mentre que ag, =10 359 . Aixi doncs, tots els
termes seguents son superiors a 10 000.
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21i 22. Exercicis resolts

23. Calcula aquests limits:

. 2n®-1

a) lim—m—
n—» 30~ + 3N

b) lim 5n 2+2n 1

n—o n“+3n

c) lim (—3n5 +2n*+7n —12)

n—o0

[
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n®+6n?+8n-1

d) lim

) n*+1
. 6n®+n-1

e) lim 2 +n-1
nso  N+1

n?>+n®+4n+5

f) lim

noe —4n® 4+ 2n% +5n+1

Limit d’un quocient: Si els polinomis del numerador i del denominador tenen el mateix grau, el limit és el quocient
dels coeficients de n amb I'exponent més alt. Si el grau del numerador és inferior, el limit és 0, i si és superior, el
limit és infinit. Per tant, el signe depén dels signes dels coeficients de n amb I'exponent més alt.

Limit d’un polinomi: Sempre és infinit. El signe depéen del coeficient de n amb I'exponent més alt.

n®-1 2
a) lim —; =
n>o3n°+3n 3
3 2
b) lim 5n 2+2n 1__

c) lim (—3n5 +2n*+7n —12) =0

n—oo

n’+6n°+8n-1

d) lim 0
) n*+1
. 6n’+n-1
e) im0 =t _ .,
nso  N+1

n>+n®+4n+5

f) lim

24. Les successions a, i by tenen el mateix limit:

Raona per qué.

1
noe-4n®4+2n*+5n+1 -4 4

_10n®+2n”+8n i b _10n®
5n° —4n+2

" 5nd

Tenen el mateix limit perqué a efectes del calcul del limit només importa el comportament dels termes amb

I’exponent més alt.

10+—+

w0n® 2n?
3 2 3 3
lim 10n 3+2n +8n _ lim D ] n
> 5n° —4n+2 n>o  5n®  4n
et
3
lim 207" _ im0 _5

n—»o 5n3 nswo 5§

25. Activitat interactiva.

26. Exercici resolt

248 | Matematiques 1r Batxillerat
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27. Calcula els limits segiients.

a) lim5"

n—oo

b) lim 12"+

n—oo

c) lim(n+5)"

n—owo

a) lim5" =5 =+

n—o0

b) lim 12" =12 = 4

n—owo

c) lim (n+5)" = (+0)"™ =+

n—o0

28. Calcula els limits seglents.

d) fim (n2-3n+2)""

n—oo

_(2n?-n+6)
e) lim|————

n—o0 n2

3n
f) lim (4“ +1) n
n—w 2n

d) lim (n® -3n+2)"" = (400)" = 400

n—oo

2 _ n
e) lim (—2” ] +6] ~ 2" — 4oo
n

n—oo

3n

sn 3
f) lim 4””)” :[ﬂj _2%-8
n—o 2n 2

n n+2
. 4
a) |.m(”+5j d nm(”* j
n-o\ N+1 noo\ N+3
n+l n-3
b) Iim(n+2J e) I|m(5n+2J
noey N ool 5n+1
. (3n+5Y 2n+8)""
c) lim f) I
n—o 3n n-wo\ 2N+ 4
n
a) Iim(n+5) -1
now n+1
ﬂ
nL*li L*l n+l
4 n+l 4
n n
ARECH 1+i + 1 =1+
n+1 n+1 n+1 n+1
4 4
4n Ilm%
L‘Fl m L—}-l n—ow
N 4 4n
" lim —
Llavors Iim(n+5) =| lim| 1+ 1 =|lim|1+ enlﬂnﬂ
noo\ N+1 n—o n+1 n—o n+
4 4
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n+1
b) lim (”J“ZJ _1*

n—owo n

5

lim —
n—on+3

=€

2(n+1)
n+1 (n+1£~g n n
n+1l zn 2
n+2 1 1 1
[ j =|1+— ={1+— =|1+— =
n n n n
2 2 2
2(n+1) n"j‘xzn,:z
n n n
1 2 2 2n+2
n+; .
. + . 1 . 1 lim
= Ilm[ j =| lim|1+— =| lim|1+— =en= N
n—w n n—»o n n—w n
2 2
3n+5Y"
c) Ilm( Al j =1"
n—w 3n
5n
n 3n 5 3n\3n
5 3n 5
3n+5)" 1 1 1
={1+— | =|1+—— =1+ —
[ an j 3n 3n 3n
5 5 5
5n n"moo%
3 \3n 3"
° ° 5n
3n+5Y . . lim == =
= Ilm[ j =| lim|1+=— =| lim|1+=— =en~=3n = g3
n—wo 3n n—o 3 n—o sn
5 5
n+4\"?
d) Ilm[ ) =1"
n—o\ N+3
n+2
3 (n+3) \n+3
n+
n+4 n+2 1 n+2 (n+2)~m 1
= = =||1+ =
n+3 n+3 n+3 n+1
4
n+2 lim 1+2
(n+3) \n+3 (N+3) \n50n+3
(n+a\"? | 1 .
= lim + =| lim|1+ =| lim|1+ =
nso\l N+3 n—w n+1 n—w 1
4 4
5n+2)"°
e) lim =
n-o\ 5n+1
5n+1 n-3

5n+2\"° 1 \3)ne1 1\ \Ena
=1+ =||1+ =
(5n+1j ( 5n+1j ( 5n+1)

3
5n+2)"° 1\ ene 1
= lim [ J =| lim [1+ j =| lim (1+ ]
n-ol 5n+1 n—o 5n+1 n—w 5n+1
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n-3
lim B5ni1
5n+:|.]n%OO

. n-3
lim §ni1
n—owo
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SOLUCIONARI

3n+1
f) Iim(2n+8J 1
n-x\ 2n+4

ne2 2 '3n+1 6n+2
3n+1\" 2 hiz E%Z n+2 D%g n+2
3n+1l 3n+1
2n+8)"" (n+4)"" 1 1 1
= =1+ =1+ =11+ =
2n+4 n+2 n+2 n+2 n+2
2 2 2
6n+2 lim 6n+2
N+2 )\ ny2 N+2 \ 5o n+2
ansl 2 2 6n+2
n+. N
. 2n+8 . 1 . 1 nllnoom2 6
= lim =| lim| 1+ =| lim| 1+ =e =e
nso\ 2N+ 4 n—w n+2 n—o n+2
2 2

29 a 42. Exercicis resolts

EXERCICIS
Termes de les successions

43. Escriu els tres termes seglents de cada successi6.

a) a=2a,=8a;=184a,=32,...

2 3 4
b =la,=—a,=—;a, =—,...
) a=la, 5 %725 % 155
C) a,=1a —E'a —E'a —E
hw = 2—4:3—3:4—21---

a) a=2a,=8a;=184a,=32a;=50a,=72a, =98

El terme general és a, = 2n°.

b) —],a—za—ia—i =2 g =0 a, = !
& 25 BT 5 M T 5 % T 55 % T 3125" Y T 15 625
| | & n
El terme general esanzsn_l.
c)a—],a—Ea—Ea—E -5 —ﬁa—E
1= 2—413—3v4—2135—1136—017—_1
5n
El terme general és = .
g &, 6-n

44. Calculael cinque terme d'aquestes successions.
a) a,=3ia,=5(a,,+4)sinz2
b) ay=2ia,=(-2)"a,,sinz2

©) a=2,8=4ia,=(a.) ~(a.) sinz3
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45.

46.

47.

48.

252

a) a =3 a, =5(3+4)=35a, =5(35+4) =195, a, = 5(195 + 4) = 995, a, =5(995 + 4) = 4995,

El terme cinqué és igual a 4995. El terme general és a, =5(a,_; +4).

b) a =2a,=(-2)°-2=8a;, =(-2)%-8=-64,a, = (-2)"(-64) = -1024, a; = (-2)°(-1024) = 32 768

El terme cinque és igual a 32 768. El terme general és a, =(-2)"a,_, .
— _ _ 22 2 _ _ 2 2 _ _ 2 2 _
C) ay=2a,=4a,=4"-2"=12,a8, =12 -4° =128,a; =128 -12° =16 240

El terme cinqué és igual a 16 240. El terme general és a, =(a, ;)* —(a, ,)*-

[
cruilla

. 12 . n+2 . . . .
Comprova si el terme e pertany a la successié a, =—3. En cas afirmatiu, digues quin lloc ocupa.
n+

Lo 12 n+2
si existeix un terme a, tal que — = .
13 n+3

12 pertany a la successioé a, = n+2
13 & n+3

12 N+2  19n+36-13n+26=n=10
13 n+3

Per tant, a,, = % .

2

3-kn

Calcula el valor del parametre k per tal que el quart terme de la successio a, =

2
< Igualant, tenim:

El quart terme és a, = 3

— 2 — —£ p—
6-4 :—Z:A:—2:>—1O:—6+8k:>—4:8k:>k:— 1
3-4k 3-4k 8

Donats a; i ladiferéncia d de diverses progressions aritmeétiques, determina el terme general.

a) ap=7,d=6 c)a;=0,d=4

b) aa=-3,d=8 d)a;=8,d=-5

El terme general d’una progressi6 aritmética és a, =a, +(n—-1)d
a) a,=a+(nN-Dd=7+("n-D6=7+6n-6=6n+1

b) a,=a,+(n-Dd =-3+(n-1)8=-3+8n-8=8n-11

c) a,=a,+(n-Dd=0+(n-D4=4n-4

d) a,=a,+(n-Dd =8+(n-1D(-5)=8-5n+5=-5n+13

Donats a; i larad r de diverses progressions geometriques, determina el terme general.
a) aa=2,r=2 c)ai=4,r=4

b) ag=1,r=5 d)ai=8,r=3

El terme general d’una progressié geometrica és a, = a1~r“’l

a) a,=a-r"*t=2.2""=2" c) a,=a,-r""t=4.4""=4"

b) an:al.rn—lz:LSnd:Sn—l d) a.n:al_rn—1:8_3n—l

Matematiques 1r Batxillerat
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49.

50.

51.

52.

53.
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D'una progressi6 geométrica coneixem a; =2 i a,=6. Quin lloc ocupen dos termes consecutius que
sumen 6487

=3. ay i a1 sON termes consecutius i a,=2-3"" i

N | o

La ra6 de la progressi6 geometrica és r = 2 _
a

an+l — 2.3n—1+l _ 23!‘1 .

Si la seva suma és 648, vol dir que 2-3"+2-3"1 =648.

2.3" +2-3”‘1=648:>2(3" +3“‘1)=648:>3“ +3"1 =324
=3"%3+1)=324=3"1.4=324=3"1=81=3"1=3"=n-1=4=n=5

D’una progressi6 aritmética coneixem a, =-5 i a, =2. Determina el seu terme general.
La diferéncia és igual a d =a, —a, =2—(-5) =7 . El terme general és:

a,=a+(n-Dd =-5+(n-1)7=-5+7n-7=7n-12

D’una progressié geomeétrica coneixem az = 162 i a;; = 13 122. Calcula el terme general.

Es calcula la rad. Per passar del terme tercer a I'onzé s’ha de multiplicar 8 vegades perla raé. Per tant:
a, =a,-r’. Operem:

a,=a, 12 =13122=162-r* =18 =81=r2=3" =>r>=3=r =3

Per tant:

ag :ai-r2:>162:a1-(£)2331:%:54

El terme general és a, = 54-(\/§)H.

Coneixem dos termes d'una progressio geomeétrica: as =48 i azr = 384. Calcula aso.

Per passar del quart terme al seté s’ha de multiplicar el quart terme per tres vegades:
a,=a,r>=384=48r’=8=r>=r=2
Per tant:

ay, =a,-r°=384.2° =3072

< s . a
Calcula el terme general d’una progressié geométrica de la qual saps que a,+a,+a; =35 ique —>=8.
&,

3
L L . a,-r
En una progressio geométrica es compleix que & _3%T r® Pertant:r®=8=r=2.
& a

Obtenim ay:
a+a,+a,=35=a +a-2+a-2°=35=>a(1+2+4)=35=a-7=35=>a =5

El terme general és a, =a,-r"*=5.2"",
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54. De les progressions segiients , quines son aritmétiques i quines geomeétriques? Calcula en cada cas el
terme general.

a) a =24, a,=20 a,=16, a, =12,...

b) a =64, a,=-16, a;=4, a, =-1...

c) =17, a,=12 a, =7, 8, =2,...

d) a =4, a,=12 a, =36, a, =108,...

En una progressi6 aritmética sempre es compleix que d =a; —a, =a, —a,, | en una progressioé geométrica sempre

) a
es compleix que r = & _3

QH g
a) Es comprova que la progressio és aritmética:
Jy-—y=-—p=a,-a <=12-16=16-20=20-24 = 4=-4=-4.
Es una progressié aritmética de diferéncia d = —4 . El terme general és:
a,=a+(n-Dd =24+(n-1)(-4)=24-4n+4=-4n+28
b) Es comprova que la progressio és geometrica:

& _ % % 1 4 -6 1 -1 -1

= = = .

a a 4 -16 64 4 4 4

. L, L , -1 .
Es una progressio geometrica de rao r = = El terme general és:

_ n-1_ -1 n—l_ 3(_1)n—1_ _1\"-1_ 43-(n-1) _ _q\n-1 44-n
a,=a;r _64~Z =4 1 =(-D" -4 =(-D" -4

¢) Es comprova que la progressio és aritmetica:
PY-—p=py-p=a,-a<>2-7=7-12=12-17<-5=-5=-5
Es una progressi6 aritmética de diferéncia d = -5 . El terme general és:
a,=a,+(n-Dd =17+(n-1)(-5)=17-5n+5=-5n+22

d) Es comprova que la progressio és aritmetica:

a—4:§:2®ﬁ=§22©3:3=3
a a, 36 12 4
Es una progressié geomeétrica de rad r = 3. El terme general és:

a,=a - r"t=4.3""

55. Calcula el terme general d’'una progressié geométrica de la qual sabem que a, +a, +a; =65 ique ? =81.
3

4
- - . a, ag-r
En una progressié geométrica es compleix que —-=—=2— = r*. Pertant, r*=81=3*=r=3.
a

a5

Calculem el primer terme:
a+a,+a,=65=>a+a-3+3-3°=65=a(1+3+9)=65=2a,-13=65=4a, =5

El terme general és a, =a,-r" " =5.3"",
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56. Escriu el terme general d'aquesta successio.

a, =k, a, =2k, a; =3k, a, =4Kk,...
Es una progressié aritmética de diferéncia d =a, -a; =a; -a, =a, -8, =4k -3k =3k -2k =2k -k =k

El terme general és a, =a,+(n—Dd =k +(n—-1)k =k +nk —k =nk

57. La suma dels tres primers termes d’una progressio aritmeética és igual a 60; calcula el terme central.

Sigui a, el terme central. Si la diferencia és d, el primer terme s’escriura a, =a, —d , i el tercer, a; =a, +d .
El terme central és:

a+a,+a;,=a,-d+a,+a,+d =3a, =60=a, =20

58. EIl producte dels tres primers termes d’una progressiéo geomeétrica és 64, calcula el terme central.
- . L . . , S a, .
Sigui a, el terme central. Silarad ésr, el primer terme s’escriura a, = —=, i el tercer, a; =a,-r .
r

El terme central és:

a8 % :(%]-az-aﬂ =(2,) =64=2,=4

Successions i creixement

59. Hem representat graficament diverses successions. Indica en cada cas, si n'hi ha, una fita superior i una

fita inferior.
a) c) e) .
' .
[ ] o ® [ B 'Y
° 1 e ® 14 °
° . - - *
. . 1 ® n 1| o n
e *® L d °
14— °
1 n '
b) d) f)
1- e @
T ° [ ]
i n i | I
] L P
®* e - LI 1 ry
® 9 0 0 L] * i n
h &
1 T prt y

a) Té una fita inferior m = 1 i cap fita superior perque creix.

b) Té una fita superior en M = -1 i una fita inferior en m = —4 perqué la diferéncia entre dos termes cada vegada
és més petita i no excedeix de —4.

c) Té una fita inferior en m = —1,5 i una fita superior en M = 2 perque els termes cada vegada estan més propers i
no passen d’aquest valor.

d) Té una fita superior M = 4 i cap fita inferior perqué decreix.
e) No esta fitada ni superiorment ni inferiorment perqué els valors dels termes van creixent alternant els signes.

f) Té una fita superior en M = 4,5 i cap fita inferior.
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61.

62.

63.

256

11 ? Justifica-ho.

. . . 3n
Es creixent la successié a, =

Una successio és creixent si a,,, —a, >0. En aquest cas, si a, = 1 tindrem:
n+
3(n+1)-1 3n-1 3n+2 3n-1 3n*+5n+2-3n>-5n+2 4 R
a8, = - = - = = >0 perquenz1.
n+Y+1 n+1 n+2 n+l n+2)(n+1 n+2)(n+1
Es decreixent la successio a, = 3n +1’? Justifica-ho.
o . . . 3n+1 .
Una successio és decreixent si a,,, —a, <0. En aquest cas, si a, = “an tindrem:
n
3n+)+1 3n+1 3n+4 3n+1 3n?+4n—-(3n’+4n+1) -1 .
aq—a, = - = - = = <0 perquén 1.
4(n+1) 4n 4(n+1) 4n 4(n+1n 4(n+1n

esta fitada. En cas afirmatiu, calcula una fita superior i una d'inferior.

. L 2
Raona si la successid a, =
3n+1

Calculem els primers termes de la successio:

a-—2 -2_1 05,8,-—2 _2_028;a,-—2 -2 _02;.; 8y~ —2— -2 —0,0066...
3141 4 2 3241 7 33+1 10 3-100+1 301

El primer terme és a; = 0,5 i decreix sense arribar a tenir valors negatius. Aixi doncs, una fita superior és M= 0,51
una fita inferior és m = 0.

De les successions seglients, quines estan fitades superiorment i inferiorment?

a)aﬁ:nT_l c) a, =(-1)

n+1
-1

b) a, =n?+1 d) an:n—l4

En cada una d’elles calculem alguns termes:

1-1 2-1 1 3-1 1 100-1
a, = =@y =——=—..; 80 =——
1 2 2 3 3 100
successié creix perd mai no arriba al valor 1 perqué el numerador és inferior al denominador. Esta fitada
inferiorment i superiorment. Una fita inferior é&s m = 0 i una fita superior és M = 1.

=0,99. Aixi doncs, el primer terme és a; = 0 i la

b) a=1+1=2a,=2°+1=5a, =3°+1=10;...; &, = 100° +1=10001. Aixi doncs, el primer terme és a; = 2,
gue és una fita inferior, i no té fita superior perque creix indefinidament.

c) a=(-1?-1=0a,=(-1)°-1=-2a, =(-)* -1=0;...; a5, = (-)'®*-1=-2. La successi6 només pren dos
valors: 0 i —2. Aixi doncs, una fita superior sera 0 i una fita inferior, —2.

1 1 1 1 1 1 : . . . - .
d =—=la=—"=—"ia=—=—)..; =——_=107°. Es una successi6 decreixent i positiva. El primer
) & P TT: 37 gL 0 T g7 P P

terme a; = 1 és una fita superior i m = 0 és una fita inferior.
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Limit de successions

64.

65.

66.

257

. L n . . n . . .
El limit de la successio a, = 7 és L=1lim 1= 0,25. A partir de quin terme n, es compleix que tots

n-— n—® 4N —
els termes posteriors estan a una distancia inferior a 0,001 del limit L = 0,25?

Calculem la diferéncia entre el terme general i el limit:

_025‘7|n—n+0,25|7|0,25|7 0,25
11 an-1 | Jan-1] 4n-1

=
lan —L ‘4n—1

Si la diferéncia ha de ser inferior a 0,001, vol dir que:

0,25

10 001—21-1€s POt _, 0,25 < 0,001- 4n —0,001=> 0,251 < 0,004n = n > 62,75
n —
Per tant, no = 63. El terme ag, = %:‘1 =0,250996... i tots els seglients estan a una distancia del limit inferior a

0,001. Efectivament, ho podem comprovar amb aquest valor:

|ags —0,25) = |0,250996... -0, 25 = 0,00099 < 0,001

Els limits seglients s6n +» 0 —». Determina en cada cas el signe d'infinit?

a) lim (1+2n—3n2) c) lim (—4n4+6n2+3)

n—oo n—o0

n—oo n—oo

by lim [”—23+3n2+n—%j d) lim ((~2n)? +3n+5)

a) lim (1+ 2n —3n2) =—x perqueé el coeficient del terme n? és negatiu.

n—oo

n—oo

3
b) lim (n? +3n%+n E] =+ perque el coeficient del terme n’ és positiu.

c) lim (—4n4 +6n2 +3) = - perqueé el coeficient del terme n* és negatiu.
n—oo
d) lim ((—2n)2 +3n+ 5) = lim (4n2 +3n +5) =+o0 perque el coeficient del terme n? és positiu.

n—oo n—oo

Calcula, sense fer operacions, aquests limits:

. 4n®-n?+n+5 _4n3®-2n%+5n
n-w 2n° +3n° —-4n-1 n->o —-3n°—-4n+3
2 2

b) lim — 0 +N*S &) lim| -4
n>on®-2n?—4n-1 e\ N(2-n)

2 4 2 2

n-o-3n° -n+4 nool  3n°+n+1

_4an®-n’+n+5 4
a) ||m#:—:2
n»o2n°+3n“-4n-1 2

2
. -n“+n+5
b) lim ——————=
n>o n®—-2n°—-4n-1
. nZ+n* . n*+n?
c) lim = lim -0

n>e-3n?-n+4 no>x-3n°-n+4
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. 4n®-2n?+5n
d) lim —————=-
no» —3n°-4n+3

. n’+4 . n?’+4
e) lim = lim —; =-1
n—on(2-N) n-e-—n°+2n
2’ -(n+2?% . 2n*-n*-4n-4 . n’-4n-4 1
f) lim 5 = lim > = 5 ==
noe 3n“+n+1  noe 3n“+n+l n>o 3n“+n+1 3
67. Calcula aquests limits:
n+2
. 6n+l ) 4n2+3n 2n+3
a) lim (-2 d) Iim|——
) nﬁw( )3n ) n%w[an—Sn
2n+1 -3n2+2
b) lim [3-3 "~ &) lim (10”_1 "
n—o 2n n-x\ 50+ 2
n+2
n 2 FEI
¢) lim (3-% f) |im[4”2+3]” 2
n—+o n n-x|( 6N -3
_ onil fim 80+ °
a) lim(-2)3n =lim (-2)n>> 3n =(-2)% =4
n—w n—ow
2n+1 2n+1

lim
b) lim 3—23) " _ lim (3—ij”“ " _32_9

limn

n
3—1j = lim [3—1)”” =3" = 40
n

n—oo

c) lim

n+2

lim 12 1 1
C(4an2+3n )2+ (4n?+3n Jow2n+3 42 2)2 2
d) Im|——7 =lim| —— =z Tla) T3
n>»| 6n2 —3n n—»| 6n° —3n 6 3 3

. -3n%42
10n—1j " £10n—1jn'ﬁlon+3 _(9}‘“’_2,00_ 1_1_,
5n+2

f) lim

. n+2
4n2 +3 \n?+3 . 4n2 +3 nlinocn2+3 4 0
= lim == =1

68. Calculael limit de les successions seguents:

n n2
a) lim [Ej d) Iim(n+6)
n—o n n->o\ N+5
n 2 1-n
b) |im[”+3) &) lim |22+
n—o( N+ 2 n-o| 2n° +2
n? 4
. (n*-3 - (7n+1\an1
c) lim > f) lim|——=
n—ow n n-w\ 7n+2
n lim n
a) Iim(2n+3j =Iim(2n+3j"% = (2)"™ = 420
n—o n n—o n
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n+3Y n+3 )"
b) Iim( j = Iim( j"% =1* = indeterminacié
n—o\ N+2 n—o\ N+ 2

n+2 n

n n n—-: n+2\ni2
[n+3j :(1+ 1 j :[1+ 1 j 2 £1+ 1 ) N
n+2 n+2 n+2 n+2

. n
lim —
n—wn+2

n
n n+2 \ni2 n+2 lim n
= lim n+3) _ lim|| 1+ 1 =| lim |1+ 1 —em=n2 —gl—g
n—o\ N+2 n—o n+2 n—» n+2

n2 3 n? n2 3 lim n
c) Iim( 5 J =Iim( ] =1" = indeterminacié

2 n
. [(n°=3 . 1 . 1
=i |[ > J = lim 1+—2 =| lim 1+7 =€ =—3

n—o —-Nn n—oo

_(n+6Y" (n+6)m" L
d) lim = lim =1" = indeterminaci6

n? n? nz»n—+5 n+5\n45
(n+6j :[1+ 1 J :(“ 1 j s _ (1+ 1 j N
n+5 n+5 n+5 n+5

2 im
n n—wN+5

n? n+5\ ;5 n+5 I'mi
— iim [ "8}~ jim |1+t T —emnis = e = oo
n-o{n+5 n—wx n+5 n—o n+5

2 1-n Py lim (1-n)
. 2n“ +5 . 2n“ +5 |noe o . . L,
e) lim = lim 5 =1 = indeterminaci6
now| 2N +2

2n’+2 3
3 2n?:2

on?+5) " 3 1 1
L :(1+2—] Sl | =1 —— -
2n“ +2 2n“+2 2n° +2 2n< +2

3 3

1-n (1-n)-

3 3-3n
2n212 2n%+2 \2n242
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3-3n lim 3-3n
20242 \on242 2n%42 \nsw2n242
3 3
on?45) " 1 1
= lim| —; = lim |1+ —; =| lim 1+ —; =e’=1
n-w( 2n° +2 n—o 2n° +2 n—w 2n°+2
3 3
n?1 fim N2+
f) fim {0t (AL eI e determinaci6
nowol 7N+ 2 nowo\ 7N+ 2
n2+1 n241 n2+1A7n+2
7n+1\an1 -1 \3n1 1 3n-17n+2
=1+ =1+ — =
m+2 m+2 —(7n+2)
n241 -1 —n?-1
1 ~(7Tn+2)\3n_1 7ne2 1 ~(7n+2)\om2 2
=1+ — ={| 1+ —— =
—(7n+2) ~(7n+2)
n241 —n?-1 —n?-1

. 7n+1)3n1 . 1 “(7+2)\21n2_n_2 ) 1 ~(7n+2) nlinwzlnzfnfz -1
= lim ( j =lm||1+ — =|lim|14+ —— —e2l
noo\ 7Tn+2 n—w —(7n+2) nool - —(7Tn+2)

69. Indicaen cada cas per a quin valor de k es compleixen les igualtats.

. [ kn?-4n+1 _ (3n®+kn+n) 1
a) lim| 2 2N*2 g p) fim |2 2NN 2
nool 3N +2n+7 n-o( kn® +5n+1 2

2_
a) lim| XU ANEL) g K 5 ko1s
n-o 3n°+2n+7 3

3
b) lim w 1.3 1 46
n-»| kn®+5n+1 2 k 2

Sintesi

. . n-1 . : : :
70. Raona per qué la successié a, =(-1)" ] no és creixent ni decreixent.
n+

Es calculen els primers termes de la successio i s’analitza el seu comportament.
1 +4-1 3

111 22-1 1 33-1
-—a,=(-1
s 3B =5a=0D

2

551__
41585()513

=0T 7=02=(D

La successié va alternant els signes. Per tant, ni creix ni decreix.
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Considera aquesta successio:

a—§ a—E a—E a—18
Y47 9 1T Y 25
Raona per qué el limit és L = 1.
2 2 2
El seu terme general és a, = n +22 = 2n 2 . El seu limit és Iimzn—+2:1
(n+1) n“+2n+1 n—>on®+2n+1
Considera aquesta successio:
a N a -2 a 3 a -4
17237777 3.4 % 4.5 56"
Raona per qué el limit és L =0.
. n n P n
El seu terme general és g, = =— . Elseulimités lim —————=0
N+HY(n+2) n“+3n+2 n>o N +3n+2
. 1 . .
Donades les successions a, =-n?+n3, a, =—, a, =(—1)n I a, = , relaciona cadascuna d’elles amb
n 2n+1

les afirmacions seguents:

a) Lasuccessio a, és creixentino convergent.
b) Lasuccessio a, €s creixent i convergent.
c) Lasuccessio a, és decreixent i convergent.

d) Lasuccessio a, és fitada i no convergent.
Calculem el limit de cada successid i les estudiem:

lim (—n2 + n3) =+0 = Lasuccessid a,=-n’+n° és creixent; només cal calcular els primers termes.

n—o0

L

5 és decreixent.

.1 L
lim == 0 = Lasuccessio a, =
n—o N n

lim (—1)n =No té limit = La successié a, =(-1)" no és ni creixent ni decreixent pero esta fitada entre -1 i 1.

n—oo

. 3n 3 L 3n
lim =— = Lasuccessio a, =
nso2n+l1 2 2n+1

és creixent.

a) Eslasuccessio a, =-n?+n3.

3n
2n+1"

b) Eslasuccessio a, =

. - 1
c) Eslasuccessio a, =— .
n

d) Eslasuccessio a, =(-1)".
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74. El limit de la successio a, = és L = 4. Esbrina quants termes de la successié queden fora de

'interval (4 — 0,001, 4 + 0,001).

.. 4n+3 . .
Si lim —— =4, vol dir que per a qualsevol nombre real ¢, existeix un lloc no tal que per a tots els termes n > ng
n—o0 n
. 4n+3
es compleix que -4<eg.
Sie=0,001, es té que | 2" 3 _ 4l <0,001= 2" 3791 5.001= 2 <0,001=> 3 <0,001n = n > 3000
n

O sigui, aseo1 i tots els segiients estan dins de linterval (4 — 0,001, 4 + 0,001). Per tant, estan fora de l'interval del

primer terme a; al terme asoo0, que €s un extrem de l'interval.

Efectivament: asooo = 4,001. Llavors, |asy — 4| =|4,001-4| =0,001=¢

n2+3
75. Calcula el limit de la successié a, =——. A partir de quin terme tots els posteriors estan separats del
n
limit per una distancia inferior a 0,0001 unitats?
2
El limit és: lim 13 _1
n—oo n
n?+3 n?+3-n? 3 2 2
>——1<0,0001= |————<0,0001= —; < 0,0001= 3 <0,0001In“ = n“ > 30000 = n > 173,20
n n n

(L’altra solucié és n < —173,20, pero no la tenim en compte perque la n no pot ser negativa.)

El terme ai73 estd a una distancia del limit 1 superior a 0,0001, i el terme ai74 i tots els posteriors estan a una

distancia del limit 1 inferior a 0,0001.
76. La successio a, =-n? té per limit —o. Calcula a partir de quin terme la successié pren valors inferiors a

—100 000.

Sigui n el terme a partir del qual la successié pren valors inferiors a =100 000. Es complira:

—-n? <-100000 = n? > 100000 = n < 316,22

(L’altra solucié és n < —316,22, pero no la tenim en compte perque la n no pot ser negativa.)

El terme az;7 i tots els posteriors prenen valors inferiors a =100 000.
QUESTIONS
77. Indicaraonadament quines de les afirmacions seglients son certes. Si cal, aporta exemples.

a) Una successio creixent és convergent.

b) Una successio creixent i fitada superiorment és convergent.

¢) Una successio creixent i no fitada superiorment és divergent.

d) Una successio decreixent és divergent.

e) Una successio decreixent esta fitada superiorment.

f) Una successi6 decreixent fitada inferiorment és convergent.

g) Una successio convergent esta fitada.

h) Una successio no fitada és divergent.

a) Fals. La successi6 a, =n? és creixent i divergent perqué lim n? = +o0

n—oo

b) Certi la fita superior més petita sera el seu limit.
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c) Cert. Si els termes cada vegada s6n més grans, la successié tendeix a infinit.

- 1, . I &
d) Fals. La successio a, =— és decreixentité limit lim ==0.
n

n—ow N
e) Certi el primer terme és la fita superior.
f) Certila fita inferior més gran sera el seu limit.

g) Cert. Esta fitada entre el primer terme i el limit.

h) Fals. Per exemple algunes successions alternades no tenen fites com a, =(-1)"n que és -1, 2, -3, 4, -5, 6, ...
perd tampoc tenen limit perqué els valors positius van cap a + i els negatius cap a —oo.

. . n-1_, : L < 5
78. Les successions a,=n+1 i b, =——sbn creixents. Creus que la successi6 suma a,+b,també sera
n
creixent? Justifica-ho.

Si, i possiblement creixera més rapidament. En gris hem representat la successio suma de les dues donades.

0 2 a & e 0

79. Siunasuccessio a, és creixent té una fita inferior. Aixi mateix, si una successio a, és decreixent té una
fita superior. Raona en cada cas per que.

Si és creixent, comenca a augmentar el valor dels seus termes a partir del primer i aquest sera el meés petit de tots.
Per tant, el primer terme és una fita inferior.

Si és decreixent, comenca a disminuir a partir del valor del primer terme. Aixi doncs, el primer terme sera el valor
més gran i, per tant, una fita superior.

80. Donat un triangle equilater d’area Ao, es construeix el triangle de Sierpinski seguint els passos seglients:

—Unim els punts mitjans dels costats del triangle original i traiem treu el triangle del mig.

A
AA

— Repetim la mateixa operacio en els triangles que queden a la figura i traiem tres nous triangles.

— En el pas segiient traiem 9 triangles, en el seguent, 27 i aixi successivament.

Sense fer calculs, quant creus que valdra la suma de totes les arees dels triangles eliminats del triangle
original?
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Si es van traient triangles, per petits que siguin, acabarem traient-los tots. Per tant, la suma de totes les arees sera
igual a I'area inicial Aq .

Podem arribar a la mateixa conclusié algebraicament i utilitzant limits:

L’area del primer triangle blanc és %AO, la de la segona divisié és 4—12A0 i hi ha tres triangles com aquest. La

seglent és 4—13AO i hi ha 9 triangles, després hi ha 27 triangles d’area 4—14A0 , etc.

La suma de totes les arees sera: %AO +34—le0 +324—13A0 +334—14A0 +344—15Ab +u

13 32 3" , . " . 1. , 3
Com que Z?FW €s una progressio geométrica de primer terme a; :Z iderad r :Z <1, la suma

dels infinits termes és:

0

s - & __ 4 _4
1-r

PROBLEMES

81

82.

264

Els angles d'un quadrilater es troben en progressiéo geomeétrica, i sabem que el més gran és 27 vegades el
meés petit. Quant fan aquests angles?

Siguin &, a,, a; ia, els quatre angles. Sabem que a, +a, +a; +a, =360 ique a, =27a, . Per tant:
a,=27a, =ar*=27a =r>*=27=r=3
a,+a-3+a-3°+a-3°=360=a,(1+3+9+27)=360= 403, =360 =>a, =9

Els angles s6n 9°, 27°, 81°i 243°.

Tres nombres es troben en progressié geometrica. El segon és 32 unitats més gran que el primer, i el
tercer, 96 unitats més gran que el segon. Calcula aquests nombres.

Siguin els nombres a,, a, i a, . Tindrem:
a,=32+a, i a;=96+a,=96+32+a, =128+a,

. - - . a, a
Si formen una progressié geométrica, es complira: =2 =22 .
&,
Calculem el primer terme:
13228—”1 _ 3243 _ 1284 +a? = 1024+ 328, + 323, + a2 = 64a, = 1024 = a, - 16
& a

Els nombres son: 16, 48, 144.
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Dins d’un quadrat d’1 cm de costat en construim un altre unint els punts mitjans dels costats. Repetim
aquesta operacié un nombre infinit de vegades.

AN

S

a) Calcula l'area del quatre primers quadrats. Anomena'ls A, A,, A, i A,.
b) Les arees formen una progressié geometrica. Calcula la seva raé.

c) Troba el terme general A, . Calcula lim A, .

n—oo

o et fa 3 (-3

1
b) Lara6és r="2_2_1
A1

) . 1 . 1 1
c) Elterme general s’escriu A, =1 i el limit és n'ﬂlF:F:O

Un cangur i una granota es troben a una distancia de 20 m. El cangur avanc¢a d'un salt la meitat de la
distancia que els separa i, a continuacio, la granota s'allunya també d'un salt I'equivalent a la meitat de la
distancia que els separa en aquell moment. Els dos animals repeteixen aquests salts indefinidament.

=2

s,

” <
// \ Pl
\ o N
e ,m«-;»---\\K\».‘m‘....“...".. ..A.-sﬁ----hr- R ey

a) S'acabaran trobant? Raona la resposta.

b) Les longituds dels salts de cada animal constitueixen una successié numeérica. Escriu els cinc primers termes
de cada una d'aquestes successions. En sabries donar el terme general?

a) No es trobaran mai perque la granota sempre avanca la meitat de la distancia anterior.
b) La distancia inicial entre tots dos animals és:
d1 =20
La distancia entre tots dos animals després del primer salt de cada un és:

d, d

d,=-1+-1=10+5=15.
2 4

$ o
(@]
N
Q@ O
[ K%
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La distancia entre tots dos animals després del segon salt de cada un és:
d,=92,9% 15 15 ;5 375_1125
2 4 2 4
C1 C2 C3 G1 Gz G3
—e ® ® < < o
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
La distancia entre tots dos animals després del tercer salt de cada un és:
d, :$+d_3 = %+% =5,625+2,8125 =8,4375
2 4 2 4
N G, Ca Gy C4 G, Gy G,
? 2 4 6 - % 12 14 16 d 18 % 22 * 24 d 26 28 * 30 :32
o . R d, d,
Per tant, la distancia posterior sera dg = > + i 6,32
d,, d._ 11 3 o
En general, d, = ”Tl+”Tl = (EJFZjd"’l = Zd”’l perad;=20in>1

85 La suma dels set primers termes d'una progressiéo geomeétrica de raé 3 és 7651. Busca els termes primer i
seté.

Si la ra6 és r = 3 els set primers termes de la progressié geométrica seran: a,, 3a,, 9a,, 27a, 8la, 243a,,
7293, .

La seva suma és:
a, +3a, +9a, +27a, +81a, + 2433, + 729a, = 7651=1093a, =7651—a, =7
Els termes demanats son:

a,=71ia, =729, =729-7=5103

86. En una sala de cinema, la primera fila de butaca esta a 8,6 m de la pantalla, mentre que la sisena fila es
troba a 13,4 m. A quina fila estara situada una persona si la distancia fins a la pantalla és de 23 m?

La distancia a la pantalla des de cada fila forma una progressié aritmética de diferéncia la distancia entre dues
files. Si el primer terme és la distancia de la primera fila a la pantalla sera a, =8,6, i si la sisena fila es troba a 13,4

metres, ag =13,4.

Ates que a; =a, +5d =13,4=8,6+5d =d =0,96

Si la distancia a la pantalla sén 23 m, es té:

a, =a +(n-1)d = 23=8,6+(n-1)0,96 = 14,4 =0,96n 0,96 = n =16

La persona és a la setzena fila.
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La quantitat de punts en aquestes figures forma la successié dels anomenats nombres triangulars.

a) Busca els 10 primers nombres triangulars.
b) Calcula el terme general de la successio.
¢) Quinterme val 231?
a) Els deu primers nombres triangulars son:
1,3,6,10,10+5=15,15+6=21,21+7=28,28+8 =36, 36 + 9 =45, 45 + 10 =55.
b) a,=n+(n-D)+(N-2)+...+3+2+1 jaque:
= +2=1+2
p=a,+3=q+2+3=1+2+3

y=a+4=a,+2+3+4=1+2+3+4

c) Lasuccessio 1, 2,3, ...,n—2,n-1, nés una progressid aritmetica de diferéncia d = 1. La suma dels n primers
(@+a)n
2

termes s’escriu S =

S’ha de trobar el valor de n tal que 231=n+(n-)+(N-2)+...+3+2+1

A+n)n

Aixi doncs, 231= =462=n+n>=n=21

Deixem caure una pilota des d’una altura de 48 m. Despres de cada rebot, la pilota arriba a la meitat de
I'altura anterior.

a) Escriu la successio de les altures a que arriba la pilota en els successius rebots.
b) A quina altura arribara en el vuité rebot.
a) Se sap que:

48,
5

48 48

hl:48; h2: :?, 4:?,...

hy

El terme general sera:

48 2.3

_ _ 4-(n-1) _ 5|
2n—l_ on-1 =3.2""=3.27"

n

b) En el vuité rebot arribara a hy =3-2°% =3.2% =0,375m.

Un pastis de noces té diversos pisos. El pastisser vol posar al pis de dalt 8 maduixes per adornar-lo, al de
sota 5 mes que al de sobre, i aixi successivament posant 5 maduixes més a cada pis.

a) Quants pisos té el pastés si al de sota de tot hi ha d’haver 53 maduixes?
b) Quantes maduixes fa servir en total?

a) Les maduixes de cada pis formen una progressio aritmetica de diferencia d = 5. Els seus termes soén: 8, 13, 18,
23, 28, 33,...

El terme general és: a, =a, +(n-1)d =8+(n-1)5=5n+3

El pastis té 10 pisos perqué 53=5n+3 =50=5n=n =10
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(& +a,)n

b) La suma de les maduixes dels deu primers pisos és S = >

g @+a)n (8+i3)10 =305 maduixes.

2

Troba el valor de x per tal que 2x, 4x = 5 i 3x + 8 siguin tres termes consecutius d’'una progressio
aritmetica.

Tres termes consecutius d’uns progressio aritmética compleixen que a,,,—a, =a, —&,_; -
Pertant: 3x+8) —(4x—5)=(4x—-5)—-2x=>—xXx+13=2x-5=18=3x=>x=6

Els tres termes sén: 12, 19 i 26.

A principi de curs un institut ha comprat una fotocopiadora que ha costat 12 000 €. Es calcula que al final
de cada curs la fotocopiadora perd el 12 % del valor que tenia al principi del curs. Quin sera el seu valor
d’aqui a 4 anys?

Sigui & =12 000 el seu valor inicial.

Passat un any, el nou valor sera un 88 % del valor inicial, ja que perd un 12 %. Per tant:
a, =88% de 12 000 =0,88-12 000

Passats dos anys, el valor sera: a; =0,88a, = (0, 88)2 .12 000

Els successius valors formen una progressié geométrica de ra6 r = 0,88.

El terme general és:
a, =(0,88)"*-12 000
D’aqui a 4 anys, el seu valor sera:

a; = (0, 88)4 -12 000 = 7196,34 euros

Tenim 1 kg d'un material radioactiu amb la caracteristica segiient: cada any la seva massa es redueix a la
meitat.

a) Quin és el terme general de la successio que expressa la pérdua de material amb el temps?

b) Calcula I'any a partir del qual la quantitat de material que queda és inferior a 1 g?
Si la massa es redueix a la meitat, tenim una progressié geomeétrica de rad r = % i de terme inicial
a, =1000 grams.
El terme general és:

n-1
a, = a1~r”’l = 1000[%) = 12(38? (la massa en grams).

Es calcula en quin any el material que queda és igual a 1:

1000
- on-1

— 2"~ 1000 = log 2" = I0g1000 = (N —1)log2 = 3 = (N—1)0,30 =3 = n = =0 _11

1 ]
0,30

A partir de I'onze any la massa és inferior a 1 gram.
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Tres parelles d’una espécie en perill d’extincié s’introdueixen en un parc natural per intentar la seva
recuperacio. Els estudis indiquen que la poblacié augmentara d’acord amb la successié seglient:

2
Pn =6+321$
n<+100
on n és el temps en anys.

a) La poblacié critica a partir de la qual es considera que la repoblacio ha tingut éxit és quan se superen els 50
exemplars. Quan s’arriba al nivell critic?

b) Quin és el comportament de la poblaci6 passats n = 25 anys? | passats n = 50 anys?

c) Arribara algun moment en queé la poblacié s’estabilitzara? O creixera sense parar?

2
a) Sis’han de superar el 50 exemplars, s’ha de resoldre la inequacio 6+?2’Ln0 > 50 . Aixi doncs, tenim:
n‘ +

2 2
,3lon* _ o 31on

= . =44 = 319n? = 44n? + 4400 = 275n% = 4400 = n = 4
n? +100 n? +100

Hauran de passar 4 anys perqué se superin 50 exemplars.
b) Sin =25, tenim:

2
P, =6 +3129—25 =281 exemplars
25°+100
2
Pso =6+ 3129—50 =312,73. Hi haura 312 exemplars.
50°+100

c) Per saber si s’estabilitzara, es fa el limit seguent:

2
lim [6+ﬁj=6+319=325

N> n? +100

Per molts anys que passin, la poblaci6 no superara els 325 exemplars. Quan arribi a aquesta xifra, el
creixement s’aturara.

El volum d'una massa de terra és aproximadament de 25 000 000 m?. Es calcula que l’erosié provoca una
disminucié del 3% anual de ’esmentat volum, que es pot expressar en forma de successio:

V,, =25 900 000-0,97"
on Vp és el nou volum en metres clbics passats n anys.

a) Demostra que la successié és decreixent.

b) Quin sera el volum d'aquesta massa de terra d'aqui a 50 anys? Quina part representa del volum actual?

a) La successié és decreixent perqué consta d’una part fixa (25 000 000) i una de variable, 0,97", que decreix
perque la base és inferior a 1.

Efectivament:
0,97*=0,97; 0,972=0,94; 0,97°=0,91...
b) Vg =25000000-0,97*° = 5451634,38 m*

Representa w =0,218, o sigui, el 21,8 % de la massa actual.
25000000
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95. Lasuccessi6 de Fibonacci es forma d'acord amb aquesta regla: els dos primers termes sén ai=1ia=1,i
la resta de termes s'obtenen sumant els dos anteriors:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89...
Aquesta successio es pot obtenir mitjangant aquest terme general:
(1++5)" - (1-15)"
a, =
2".\5

Amb un full de calcul, determina els deu primers termes a partir d'aquesta formula.

Aplicant la férmula en un full de calcul, obtenim els termes de la successié de Fibonacci.

n n n+1l n+1l
96. Tenim dues successions: a, = 2N i b, =ﬂ. Calcula lim by .
n! (n+1! n—+o @,
2n+1.(n+1)n+1
| n+l n+l Ly . n+l )
im b, _ lim (n+1)! —lim 2" (n+)™"-nt im 2:(n+)™"-n!
n—og,  noo 2".n" n—o 2n.nn.(n+l)! n—w nn.(n+1).n!
n!
n+1 n n n
2D iy 205y 2(”—+1j ~2im (1+1] ~2e
noo n".(n4+1)  noe n" n—o0 n n—oo n

97. Hem definit una successio de la manera segient:

al=% [ an=(an_l)2 sinz2

a) Determina una fita inferior i una fita superior.

b) Demostra que és decreixent.

¢) Prova que és convergent i calcula el seu limit.
La successio6 és la seglent:

_1 _[ljz_i- _[iJz_i-a —(ijz—i- 4 =L peran>1
aTp %) T HT ) T T\ T 52"t

a) Una fita superior és el primer terme 5+ iuna inferior pot ser 0 ja que la successié decreix perd mai no pren

valors negatius.

- . N L, .. . . n-1 , ,
b) Es decreixent perqué el numerador és constant i igual a 1, i el denominador 22 cada vegada és més gran.
Aleshores, el quocient va disminuint a mesura que augmenta el denominador.

. 1 1 1 1
c) r!in Nl el g e
) 2 2 2

98. Escriu en cada cas dues successions a, i b, tals que compleixin les condicions seguents:

a) lma, =+o, limb, =+ i lma=5
n—oo b

n—o n—o
n

b) lima, =+wo, limb, =—o i lm 22 =0
n—o n—ow n—ow bn

c) lma, =—o, limb, =0 i lim a2 = 40
n—oo

n—oo n—oo h
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Hi ha multiples respostes, per exemple:
a) a,=5n’+n+1 i b, =n>+3n+2
Es compleix:

: : . . 5n?+n+1
lima, =+, limb, =+ I|mi=llm2—=
n—o n—ow n—w bn noon+3n4+2

b) a,=5n?+n+1 i b, =-2n*+n?+3n+2

Es compleix:

. . . ) 502 +n+1
lima, =+, limb, =—0i lim 2 = fjm —20 *0*2
n—o n—w n—w bn n>o -2 +n2+3n+2

c) a,=-5n’+n+1 i b,=-3n+2

Es compleix:

. . . _Bn?+n+1
lima, =—w, limb, =—ci lim 20— jim 2L FN*L
n—o n—w n—ow bn nso  —3N+2

99. Indica en cada cas per a quin valor de k es compleixen aquestes igualtats:
kn-1
a) lim32n _1
9

n—oo

2

b) lim 1-k)n 2+2n +5n 4:
n—o n“-n+3

n 2 kn?
. 4n+5 . 4n© +1
c) lim = lim >
n-w\ 4n+3 n-wo| 4n©+3

2 2 K n2+3n+2
d) Iim( n J =e?

n—+o| 2n% +5
kn-1 kn-1 im kn-1 _
a) lim32n :1c> lim 3 2n =i2<:>3"% n 32 & lim kn—1:—2<:>5:—2<:>k:—4
n—w n—w 3 n—sw 2N 2
_(@A-k)n®+2n*+5n-4
b) lim =2<1-k=0<sk=1
n—e n—n+3
c) Calculem els dos limits per separat:
. 2
p4n+3 2 4n+3 nlinwﬁ
2 an+3 2 L
_(4n+5\" 1 . 1 =
lim =lim|1 =|lim|1 =e2
"—’00[4n+3j n—o0 +4[’I+3 n—ow +4n+3 €
2 2
- _2kn?
kn2 an+3 -2 4n?+3 n|Tw4n2+3
kn? 2wt 2 2k K
2 oK X
fim | 2L i | 1 —2 [ tim |1+ —2 —e 4 —e?
noo| 4n? +3 noo| 4n?+3 now| 4n?+3
-2 -2

4an+5Y" a1\ L kg
Llavors Iim( j = lim 5 oe?=e?2 >=-=—=k=-1
n-o\ 4n+3 nowol 4n“ +3 2
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d) Operem:

2n%+5 k-5
k-5 2n245

on? 4k n?+3n+2 K_5 n?+3n+2 1
Iim[ ] = lim (1+ j = lim| 1+ =

(n2+3n+2)»

nox| 2n% +5 nsol" 2n2+5 n—o 2n?+5
k-5
. 2 k-5
2n%45 nlﬁpoo(n +3n+2)2n?+5
k-5
k-5
. 1 -
=| lim |1+ —— =e ?
N 2n“+5
k-5
Llavors:

2 2 K n?+3n+2 k-5 K—5
lim n2+ —elce? zefe-——"=3ck=11
2n“+5 2

n—oo

100. Indica per a quins valors de a i b es compleix la igualtat segient.

. ( an + 1)b”_5 5
lim =e
n-eo\ 3N +2

[3n +1)b”‘5 s
=e".

Ates que el limit ve donat en funcio del nombre e, tenim que a = 3. Aixi doncs, queda lim E—
n+

n—owo

Ara es calcula el limit:

-3n-2
_(3n+1)"° 1P 1 "5
lim =lim|1+ = lim| 1+ =
n—w\ 3n+2 n—m 3n+2 n—w -3n-2

_3n-2) m —— b
i 1 n—w—-3n-2 el
=| lim| 1+ =e3
n—o -3n-2

Siigualem, tenim:
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ENTORN MATEMATIC

AMORTITZACIO D’UN CAPITAL

En Pere i la Roser han rebut d’un avantpassat una heréncia de 100 000 € cadascu. Passada la sorpresa inicial,
decideixen ingressar els diners en dues entitats bancaries diferents a deu anys. Les dues entitats els ofereixen
el mateix redit, r = 3,5 %.

— L’entitat d'en Pere li proposa una amortitzacié anual dels interessos, és a dir, al final de cada any els
interessos s'afegiran al capital i I'any segient el redit s'aplicara a la nova quantitat. Aquest procés durara
fins al final dels 10 anys.

— La Roser pressiona perqué I'entitat li ofereixi una amortitzaci6 mensual: cada mes se li sumaran els
interessos al capital fins a arribar als 10 anys.

En Pere fa calculs i sap que si Co és el capital inicial, passat un any tindra C; = Co + |, on | és I'interés. Per tant:
I =3,5%de Cp=0,035C,

— Passat un any el capital sera: C; = Co + 0,035C, = Cp(1 + 0,035).

— El segon any, tindra: C, = C; + 0,035C; = C; (1 + 0,035) = Co(1 + 0,035)2.

- Engeneral, en t = n anys obtindra: C, =C,(1+0,035)" =100 000(1+0,035)" .
La Roser fa el mateix, peré6 com que I'amortitzacié és mensual i cada any té 12 mesos, el capital final sera:

12n 12n
Cn = CO (14. %J =100 000[14. %J
12 12

En Pere s’adona que la Roser obtindra més benefici que ell i pensa que si aconseguis que I'amortitzacié fos a
cada moment, el capital final seria molt més gran. En Pere calcula que dividint el temps en k parts, amb k
tendint a infinit, llavors el capital final després de n anys seria:

kn kn kn
C, =IimC0[l+ 0’035) =C0Iim(l+%) =100 000Iim[1+ﬁj
k—wo k k—wo k k—>wo k

En el suposit que el temps és pogués dividir en infinites parts, el capital final després de 10 anys es podria
0,035
k

10k
calcular amb aquesta formula: C. =100 OOOLim [1+ J . Quant seria?
-

Per determinar I'amortitzacio del capital, calculem el limit:

lim (1+

n—oo

10k
(0} Ok35j e

Resolem la indeterminacio:

lim 10k-0,035
_k 003 K \im =
0,035 k 0,035
10k . 0,35k
lim
im(1+ 299 _jim |1 L —| lim| 1+ —eme k=0
n—oo k n—o k n—owo k
0,035 0,035

El capital final sera:

10k
C; =100000 lim [1+ @j =100000-e%%* =141 906,75

n—o
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FLOC DE NEU

Una fractal de Koch mostra la forma que té un floc de neu. Es construeix a partir d’un triangle equilater de la
manera seglient. Es divideix en tres parts iguals cada costat del triangle i s’elimina el ter¢ central. En el seu lloc

es construeix un triangle equilater cap enfora.

UNITAT 8. SUCCESSIONS

Si el costat inicial és igual a c, el del nou triangle és 3 Si repetim aquest procés, tindrem:

AN TRERE

Es dona la paradoxa que si el procediment es repeteix infinites vegades el perimetre del floc de neu és infinit. en

. R e 8
canvi, la seva area és finitaival A, = EAO'

Escriu el terme general de la successid que té per termes el perimetre de cadascun del triangles que es va

formant.

Nombre de | Longitud de
segments a cada Perimetre
cada costat segment
- - 1 c Po =3¢
c c 4 4
7\ 4 hd =3.42=".3c=
3 = 3 3 3"
2
2 c C C 4
M 4 5:3—2 p2:3 42—2:[§j pO
,;y"u; 4 3
ej‘h}’ Lo, 4.3 3—3 ps = (g) “Po

n
El terme general que ens dona el perimetre de cada nova figura sera: p, = (—j “Po -

Si calculem el limit quan n tendeix a infinit, tenim:

a (N
3) P73 Po =
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AUTOAVALUACIO

1. Calculael termes generals d'aquestes successions.

a) ay=0a,=3a;=8a,=153a, =24, ...

b)a—la—g —Ea—ﬂ
1—3, 2—5: 3—71 4—91-
a) a,=n*-1
n
b =
) @ 2n+1

2. Escriu els cinc primers termes d'aquestes successions.

2
n°+1 1
a) a,= b) ay=2a,=-Sa,,+2
n 2
2
a) Si anzn +1,Ilavors:
2 _,, 5, 10 17 2
a 1 o 2’a3 3 M 4vas 5
1
b) an:—Eanfl+2,IIavors:
1 1 3 13 5 15 11
a=2a=---2+2=la,=-=-1+2=>,8,=-=-"42=" 8, =—=-—+2="=
' 272 b =3 2" 22 4%772': 8

3. D'unaprogressio aritmética coneixem a, =5i d = =3. Determina ag, .
En una progressio aritmetica es compleix:

a,, =a,+31d =5+31.(-3) =88

- - s . 3. 24 .
4. D'unaprogressio progressié geometrica coneixem a, = 7 i a;, = —— . Determina el terme general.

500

Ates que és una progressio geometrica, es compleix que a; =a, - r3

A|esh0resyﬁ:§.r3:>r3:ﬂ:ijrZSi:E
500 4 500-3 125 125 5
Aixi mateix: =a, r:é— Z:> _15
A= 2 a 5 a 8

. 15 (2"
El terme general és a, = 35
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. n-5. 2 , .
5. Comprova que les successions a, =—— i b, =n“—n so6n creixents.
n

Una successio és creixent si es compleix que a,,; —a, >0

Si a, _n=s , tenim:
n
n+1-5 n-5 n-4 n-5 n®-4n-n®+4n+5 5 :
a,,-a, = - = - = = >0 jaquenz=1
n+1 n n+1 n (n+DYn (n+Dn

Aixi doncs, la successi6 és creixent.
Si b, =n?-n, llavors:
by, —b, =[(N+1)*-=(n+D]-[n*-n]=n*+n-n®+n=2n>0 jaquen=1.

Aixi doncs, la successio és creixent.

3n+1 . , .
i b. =-n?+n-3 sdn decreixents.

6. Comprovaque les successions a, = an_1 ' Dn
n-—

Una successio és creixent si es compleix que a,,; —a, <0

. 3n+1 .
Si =———, tenim:
&= a1
3n+D)+1 3n+1 3n+4 3n+1 12n?+13n-4-12n*-13n-3 -7 .
a,,—a,= - = - = = <0 jaquenz1
4n+1Y)-1 4n-1 4n+3 4n-1 (4n+3)(4n-1) (4n+3)(4n-1)

Aixi doncs, la successi6 és decreixent.
Si b, =-n?+n-3, llavors:

By —b, =[N +D?+(N+1)-3]-[-n*+n-3]=—n?’-n-3+n’-n+3=-2n<0 jaquen=z1.

Aixi doncs, la successié és decreixent.

7. Calcula per a cada successio una fita superior i una fita inferior, si existeixen.

2n+1 n?+n 1
= b) a, = c)a,=— d)a,=n’+3
n+3 ) n?+3 ) 2" ) 2

El nombre real m sera una fita inferior si és més petit que tots els termes de la successié i el nombre real M sera
una fita superior si és més gran que tots els termes de la successio.

De cada successio es calculen uns quants termes i s’estudia la seva tendéncia:

2n+1
A = n+3
3 7 21 201 2001
al—z,azzla3zg 80 = T3 yaioo:ﬁ:---:aiooo = 1003
m = E iM=2
4
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n?+n
b -
) @ n®+3
1, 8 i, Mo ~ 10100
A= %= 8T B0 = g B0 T 75603
m:liM:Z
2
1
c) & =on
IES S N O
e I R T, o V!
m:OiM:1
2
d) a,=n*+3

a =4,a,=114a, =30,...,8, =1003

m =4 ino té fita superior.

8. Calcula aquests limits.

a) lim (n2 +3n +1)

n—oo

2_
b) lim 3n2 6n+1
n—o —4An“+7n-1

- n®-6n+1
c) Ilm—ms——
n-o 4N +n+3

_ (3n%4+1)
d) lim 5

n—oo n

5n244
E) lim (3)—n2+n

n—oo

3n
f) lim [”—”)

n-oo\ N+1

a) lim(n®>+3n+1)=+w
n—oo

3n°-6n+1 -3

b) lim ———=
noo-4n“+7n-1 4
. n*-6n+1
c) lim——=-—w

noe —4n® +n+3

2 n
d) lim [3"—2”] =3 = 4o

n—o n
) 5n244 im 5n§+4 . 1
e) r!m(g)—nz-m =3 -n"+n =3 :3—5
3n
f) lim (2n+1] =1im (2)*" =+
noo\ N+1 n—o
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SOLUCIONARI

9.

UNITAT 8. SUCCESSIONS

Indica quin o quins d'aquests limits és una poténcia de e.

n+8 n+3 5 2n
lim [ J lim (2 +—j
n-x\ nN+5 n—w n

Tots els limits del tipus 1* sén una poténcia del nombre e.

a) b) c)

n+8 n+3
a) Iim( ] =1
noe(N+5
2n
b) Iim[2+éj ="
n—oo n

n+l
) Iim[2n+3j _ 0
nse\ N+6

n+3
d) Iim(w} =1

n—oo n

Aixi doncs, a i d son poténcies de e.

RELACIONA | CONTESTA

Tria I'Gnica resposta correcta en cada cas

1.

2.

3.

4.

278

. [Zn +3J“+1
lim
n—>o\ N+6

Tenim la successio de termes 3, 6, 11, 18, 27,... El seu terme general és:

A a,=2n+1 B.a,=n+2

La resposta correcta és la C.

C.a,=n’+2

d)

3
) [(n+3)2 ]m
lim 5
n—oo n

D. a, =4-n’

D’una progressié geomeétrica sabem que la seva raé és r = 3. El seu terme general pot ser:

A. a, =3"" B.a,=3" C.a,=3""
La resposta correcta és la C. En efecte: a, =1-3"7, a, =1.

La successio que té el terme a, =0 és:

A a,=n+2 B. a, =(-1)""-n

n-1
La resposta correcta és la B, ja que si a, =0=(-1)""'~n=0=n=(-)
Sigui a, unasuccessi6 no constant. Llavors és cert que:

A. Si a, esta fitada, aleshores és convergent.

B. Si a, és convergent = b, =(a,)’ +1 també és convergent.

C. Si a, és creixent, aleshores és convergent.

D. Si a, és convergent, aleshores a, €s creixent o decreixent.

n+l

C. an:isi n>1

=n=1.

La resposta correcta és la B, ja que si lima, =L = lim b, = lim ((aTT )2 +1) =17 +1.
n—o0 n—oo n—o
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Assenyala, en cada cas, les respostes correctes
. .. (3-4n+n?-3n%) , .
5. Ellimit de lasuccessid lim | ——————— ésigual a:
nsol  N-—4n°+3n
3 n+l 2 2
. n°-1 . 1 n-1 . —2n“+n+1 . n“+3n+5
A. lim 3 B. Iim (——1}" C. lim——— D. lim| ———
ool n® +1 n>o\ n n—>o -2n°+4n-1 o —N“+3n+1

3-4n+n”-3n°

Tenim: lim =-1

n>e  n-4n?+3n?

Les respostes correctes son laBila D.

6. Siguin a,i b, dues successions polindmiques divergents.

A. Si lima, =+ i limb, =+o0, aleshores lim 21 =1
n—oo n—oo n—oo h

B. Si lima, =+ i lim b, =+, aleshores lim (a,+b,)=0
n—o0

n—oo n—+wo

C. Si lima, =+w i lim b, =+w, aleshores lim (an)b” =+

n—oo N—+o0 n—oo

D. Si lima, =+w i lim b, =-x, aleshores lim (a, —b,) =+
n—oo

n—oo Nn—+o0

Les respostes correctes s6n C i D, ja que lim 20 = ¥ ¢s indeterminat i lim (an +b,) =+00+(+00) =+

n—o bn 400 n—»o

Tria la relacié correcta entre les les afirmacions donades

7.  Sigui unasuccessio a, .
1. Lasuccessio a, estafitada.

2. Lasuccessio a, té el limit numéric L: lima, =L

n—o

1=2
2=>1
1l 2

c o w >

1i 2 s’autoexclouen

Una successié pot estar fitada i no tenir limit. N'és un exemple a, =(—1)n. En canvi, si una successio té limit L,
aleshores esta fitada entre el primer terme i el limit.

La resposta correcta és la B.
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