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UNITAT 5. GEOMETRIA ANALITICA

5. Geometria analitica

EXERCICIS PROPOSATS

1i 2. Exercicis resolts.

3.

Comprova si els punts A(-2, 3), B(2, —3) i C(-2, 5) pertanyen o no a la recta que passa per P(-2, 6) i té com a
vector director v = (0, -3). Calcula dos punts més d’aquesta recta.

La recta que passa per P(-2, 6) i té com a vector director v = (0, —3), que és paral-lel a I'eix Y, és la recta vertical r :
X = -2, per tant, Unicament els punts que tenen per abscissa —2 pertanyen a la recta, és a dir, A i C pertanyen a r
perd B no.

Calculales equacions de les rectes paral-leles als eixos que passen pel punt A(-3, 5).

La recta paral-lela a I'eix X que passa per A és y=5, i la recta paral-lela a I'eix Y que passa per A és x =-3.

Indica dos punts i el vector director de larectar: 8x +y =7.

Dos punts de la recta sén, per exemple, A(1, —-1) i B(0, 7), el vector director és AB = (-1 8).

En cada cas, calcula I’equacié general de la recta que passa pels punts:
a) A(2,-5)iB(1,-3) b) A(-2,-4)iB(3, -2)

a) Elvector director és AB = (-1 2) ilarecta passa per A(2, -5). Per tant:

X-2 y+5

=2X-4=-y-5=2x+y+1=0

-1 2

b) El vector director és AB = (5, 2) ilarecta passa per A(-2, —4). Per tant:

x+2_ yJ2r4:2x+4:5y+20:2x—5y—16:0

5

Troba k perquéer: (k +5)x — (3 +k)y =1 -k passi per P(2, 3).

Substituint les coordenades de P a I'equacio de la recta tenim 2(k +5)-3(3+k)=1-k =0=0, per tant, el punt P
pertany a r per a qualsevol valor real de k.

Troba el valor de k perqué la recta que passa pels punts A(2, -1) i B(3, k) passi pel punt C(1, -4).

C pertany a la recta que passa per A i B sii només si els vectors AB =(1 k+1) i AC =(~1 —3) sén proporcionals.
Per tant:
1 k+1

— =-k-1=-3=k=2
-1 -3

9 a 11. Exercicis resolts.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

151

[
cruilla

Indica un vector director i un altre de normal de la recta d’equacié —3x + 2y — 4 =0.

Un vector normal és n = (-3, 2) i un vector director és u = (2, 3).

. . 1) . .
Troba un vector director i un altre de normal de la recta que passa pel punt A(—Z, Ej i per I'origen de coor-

denades.

Vector director: OA = (—2, %j = (-6, 1) Vector normal: n = (1, 6)

Una recta té com a vector normal a n = (2, —3) i passa pel punt A(-1, 2). Escriu-ne I'equacié general.

L’equacio general és de la forma 2x — 3y + k= 0. Com que la recta passa per A, hade ser 2-6+k=0=k =8.

Per tant, 'equacio6 general de la recta és 2x— 3y+ 8 = 0.

Troba I'equacié normal de la recta que passa per P(1, —3) i és perpendicular a la que passa per A, 2) i
B(-1, 0).

La recta té vector director AB = (-1 —2) ~ (1 2) i passa pel punt P, per tant, la seva equaci6 normal és:

x-1)+2(y+3)=00x+2y+5=0.

Escriu I'’equacioé de la recta perpendicular a 3x-6y = 1 i que passa pel punt A(-3, 2).

Totes les perpendiculars a 3x — 6y =1 sén de la forma 6x + 3y + k =0. Fent a que A pertanyi a la perpendicular
tenim -18+6+k =0= k =12 i, per tant, I'equacid de la recta perpendicular és

6X+3y +12=0=2x+y+4=0.

Troba I’equaci6 de la recta perpendicular a5x + 4y —3=0que tallalarecta6(x—1)—(y-1)=0ax=1.

Totes les rectes perpendiculars a 5x + 4y — 3 = 0 son de la forma 4x — 5y + k = 0. Fent que talli
6(x—1)-(y—-1)=0enx=1, és adir, a que passi pel punt (1, 1) tenim 4—-5+k =0= k =1. Per tant, I'equacié de
la recta perpendicular és 4x — 5y + 1 =0.

Troba I’equacié de la recta perpendicular al segment d’extrems A(0, —2) i B(1, 4) i que passa pel punt C(3, 0).

La recta té vector normal AB = (1, 6) i passa pel punt C, per tant, la seva equacio és:

Ax—3)+6(y —0)=0=>x+6y—-3=0

Sigui el triangle de vértexs A(5, 3), B(7, -1) i C(1, -1). Troba I’equacié de I’altura corresponent al vertex A.

L'altura corresponent al vértex A passa per aquest punt i és perpendicular aBC = (-6, 0) = (1 0), per tant, la seva
equacio és (x —5)+0(y -3)=0 = x=5.
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Exercici resolt.

Calcula I’equaci6 de la recta que passa pel punt A(-2, 4) i té pendent m = 3.

y-4=3(x+2)=y-4=3x+6=y =3x+10

Indica el vector director i el pendent de les rectes:

) {x—sx y-1

a) —2x 7=0 C) X+4=—
) +y+ y=1-% ) >

a) Vector director: u = (1, 2). Pendent: m = % =2.
. - 1
b) Vector director: u=(3, -1). Pendent: m = “3

c) Vector director: u = (1, 2). Pendent: m = % =2.

Calcula el pendent i I'ordenada a I’origen de la recta que passa pels punts:
a) A(-1,5)iB(2,-2) b) A(1, 2)iB(2,-1)

Sigui y = mx + n I'equacio explicita de la recta, on m és el pendent i n 'ordenada en l'origen. Els punts donats han
de complir 'equacio, per la qual cosa tenim:

) {—m+n—5 7 8 b) {m+n—2

= =>m=-3,n=5
2m+n=-2 3 3 2m+n=-1

Troba I’equacio explicita i la punt-pendent de la recta que passa per A(0, 5) i és perpendicular a
3X+5y+2=0.

. . - . 5 .
La recta buscada té vector director u =(3, 5), per tant, té pendent m = 3 a més, passa per A, amb la qual cosa la
L , 5 . L L 5
seva equacio punt-pendent ésy —5 = §X i la seva equaci6 explicita és y = 3 X+5.

Exercici interactiu.

26 a 28. Exercicis resolts.

29.

152

Indica, en cada cas, si les rectes r i s sén paral-leles o secants i, en I’Gltim cas, obtén el punt d’interseccio:

X=2-4t X=2s r:2x+5y-5=0
a) r: S: b)
y =3+2t y=-S s:3x-5y+5=0
2-4t=2s 2t+s=1 . L . ,
) = Com que el sistema és incompatible, les dues rectes sén paral-leles.
3+2t=-s 2t+s=-3

2 5 {2x+5y5=0

b) ==-— = Sbn rectes secants. Calculem el punt de tall: =>x=0y=1=P(0,1)
3 -5 3x-5y+5=0
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30. Calcula 'equacié de la recta paral-lela a la recta r: 2x + y + 1= 0 i que passa pel punt d’interseccié de les

31.

rectess: X —-y+5=0it: x+y+1=0.

Es calcula el punt d’'interseccid de siit:

{x—y+5—0

=-3,y=2=P(-32
x+y+1:0:X y =P( )

El feix de rectes paral-leles a r té equacié 2x +y +K =0. Com que la recta que es busca passa per P, tenim:

—-6+2+K=0=K =4.Pertant, 'equacié de larectaés 2x+y +4=0.

Troba I’equacio del feix que té per vertex P(-5, 4).

{y-4=m(x+5), me R} U{x =-5}

32i 33. Exercicis resolts.

34.

35.

36.

37.

38.

153

Calcula k perque la distancia entre les rectes 5x + 12y —k =0 5x + 12y + 15 =0 sigui 2.

Observem que les rectes donades son paral-leles. Tenim:
|-k-15

52 +122

d(r,s)=2=>

2:|—k—15|=26:{_15_k:26 {k:—41

=
-15-k =-26 k=11

Calcula I’area del triangle determinat per O(0, 0) i les interseccions de larecta x + 2y =4 amb els eixos.

El triangle té com a vertexs O(0, 0),A(0, 2) i B(4, 0).

. . . base-alt
L’area del triangle és A = w amb:base =d(O,B) =4 u, altura=d(0O,A)=2u
Per tant, A= base-altura -2altura = % =4u?

Calculala mida de les altures del triangle de vértexs A(4, 1),B(-1, 3) i C(0, 4).

AB:2x+5y-13=0,BC:x-y+4=0iAC:3x+4y —-16 =0, per tant, les altures mesuren:

e —d(C. AB):|20—13|_ 7 729 |4_1+4|=i=7*5

= = u hye =d(A, BC) =
Ja+2s 29 29 BC i1 2 2

|-3+12-16] 7
————=—u

\J9+16 5

u

hac =d(B, AC) =

Troba la distancia del punt C(10, 0) a la recta que passa per A(-2, 3) i B(2, 2). Quina és la posici6 relativa de
A,BiC?

La recta AB té vector director AB = (4, —1) i passa per A, la seva equacio és: XT+2 = y-3 =X+4y-10=0.

_J10-10]

d(C,AB) = m =0 u, cosa que significa que C pertany a la recta AB, és a dir, A, B i C estan alineats.

Exercici resolt.
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39. Calculal’angle que formen les rectes:
a) rn3x—4y=0is:2x+2y+3=0 b) ry=x-5is:y=2x+2

. L N, -Ng 2 ’\/5
a) Vectors normals: n, =(3, —4) ing =(2, 2) . Per tant: cosa. = cos(r,s) = 7=—— = —==—=>a =8187°

|nr|- n| 10y2 10

m-m,| [1-2| 1

b) Els pendents son m, =1 i m, =2, per tant, tgo =

=—=0=1843°.
3

1+mm,| [1+2

40. Calculal'angle format perr: 4x +2y —7=0il'eix Y.

~ o ol 4 o
Els vectors normals sénn, = (4, 2) i n, =(1, 0), per tant, coso = |i 2 ﬁ

DR

= o =26,57°

41. Calculalarecta perpendicularar:4x +y —3 =01 que passa pel punt P(-3, 3).

El pendent de la recta r és m = —1, per tant, el pendent d’'una recta perpendicular a aquesta és m' =1.

Aixi doncs, I'equacié de la recta buscada és y —3=x+3 =y =X+6

42 i 43. Exercicis resolts.

44. Obtén el simétric de P(-2, 3) respecte del punt M(1, —-4).

Sigui P'(a, b) el punt buscat, M és el punt mitja del segmentP_P'. Per tant:

—2+a_:L
ﬂ,ib :(1’_4): 2 :>a:4,b:—11:>P'(4,—11)
2 2 3+b__4
—2 =

45. Troba la recta simeétrica de I’eix d’ordenades respecte de y =x + 1.

Calculem el punt Q d’interseccié de totes dues recte ja que és I'linic invariant per la simetria: Q(0, 1).

Per calcular la recta simétrica indicada n’hi ha prou amb determinar el simétric P’ d’'un altre punt qualsevol, P, de
I'eix d’'ordenades, ja que la recta buscada quedara determinada pels punts Qi P'.

Agafant P(0, —1), la recta perpendicular ay =x + 1 que passa per P ésy =-x — 1.

Totes dues rectes es tallen a M(-1, 0) i M ha de ser el punt mitja del segmentP_P', per la qual cosa P'(-2, 1).

Per tant, la recta simeétrica que es busca és la que passa per Q i P’, 'equacio6 de la qual és y = 1.

46. Determina el triangle simeétric de k(4, 0), B(-1, 6) i C(-1, —-1) respecte de la simetria central amb centre a I'o-
rigen de coordenades.

El simétric d’un punt P(a, b) respecte de la simetria central amb centre O(0, 0) és P'(-a, —-b).

Per tant, els vertexs del triangle simétric s6n A'(-4, 0), B'(1, -6) i C'(1, 1).
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47. Troba el triangle simetric de A(3, 0), B(0, 3) i P(-2, —2) respecte de la simetria axial amb eix la recta

y =X.

El simétric d’'un punt P(a, b) respecte de la simetria axial amb eix la recta y = x és P'(b, a).

Per tant, els vertexs del triangle simétric sén A’(0, 3), B'(3, 0) i C'(-2, -2).

48. Troba I’extrem B del segment AB sent A(2, 1) i sabent que la mediatriu del segment és
r-x+2y-9=0.

Sigui B(a, b), com que la mediatriu és perpendicular aAB =(a—2, b—1) , aguest vector ha de ser proporcional a

nj =(1 2) . Amés, el punt mitja del segment AB hade pertanyer a r, per tant:

a-2 b-1

= 2a-b=3
21 12b {a2b714:a:4,b:538(4,5)
;a ZL—QZO a+ =

49. Exercici interactiu.

50. Troba la mediatriu del segment d’extrems A(-1, 3) i B(5, —-3).

Els punts P(x, y) de la mediatriu compleixen que: d(A, X) =d(B, X) = \/(x +1)2+(y-3)* = \/(x -5%+(y+3\° =

=X +2X+1+y? -6y +9=x*—10x+25+y? +6y +9= x—-y —-2=0

51. Trobael puntdelarectar: x—3y —11 =0 que equidista dels punts A(-2, 3) i B(6, -1).

Els punts que equidisten de A i B pertanyen a la mediatriu del segment AB, d’equacio:

JOx+2)% +(y —3)% = J(x—B)2 +(y +1)% = X% +4x+4+y? —6y +9=Xx2 —12x+36+y2 +2y +1= 2x—y —3=0

Per tant, el punt P que es busca és la intersecci6 de la mediatriu amb r : { 5 =

x—3y—11=O:>P 2 19
2x-y-3=0

52. Donades lesrectesr: x —3y +4=0is: x+y =0, obtén les seves bisectrius, comprova que es tallen en el
punt d’interseccié de r i s i que son perpendiculars.

Els punts P(x, y) de les bisectrius compleixen:

=3y +4] _[x+y| _ x-3y+4 _ x+y b,:(V5 ~1)x+(\5 +3)y -4-0

J10 V2 N 2 b, : (5 +1)x+(\5 -3)y +4=0

d(P.r)=d(P,s) =

X-3y+4=0

=-ly=1=P(-1 1
X+y =0 =x=Ly=1=P( )

El punt de tall de les rectes és:{

(«/5—1)(—1)+(\/§+3).1—4=—J§+1+J§+3—4=o
(£+1)(—1)+(£—3).1+4:—£—1+£—3+4=0

P compleix I'equacié de cada una de les bisectrius:

Els vectors normals a b, ib, sén, respectivament, n, =(\/§—l \/§+3) in, :(«/§+l «/5—3), que compleixen

ni@ =5-1+5-9=0, per la qual cosa totes dues bisectrius son perpendiculars.
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53. Trobaels punts delarectar:y =—x + 6 que equidisten de les rectes s: 3x -y =1it:3x+y=5.

Els punts que equidisten de s i t sén els que pertanyen a les seves bisectrius, d’equacions:

b:y=2
b,:x=1

[3x-y-1 [3x+y-5

V10 V1o

Els punts que es busquen so6n, per tant, els punts de tall de r amb cada una de les bisectrius: P, (4, 2) i P, (1, 5).

:3x—y—1=i(3x+y—5):>{

54. Donat el triangle de vertexs A(5, 1), B(3, 7) i C(-2, 3):

a) Calcula el circumcentre. b) Calcula l'incentre. c) Calcula el baricentre.

a) El circumcentre, T, és el punt de tall de les mediatrius del triangle. Per tant:

5-x)2+(1-y)? ={(B-x)?+(7-y)? —4x+12y =32
VB +1-y) =\@=x7 +(7-y) :{ x+12y :X:ﬂ’y:g:ﬁ(ﬂ’gj
\/(5_ X)2 +(1_y)2 _ \/(—Z—X)Z +(3_y)2 -14x +4y =-13 38 38 38 38
b) L’incentre, I, és el punt de tall de les bisectrius interiors del triangle. Per tant:
Recta AB: 3x +y— 16 =0 Recta BC: 4x - 5y+23 =0 Recta AC: 2x + 7y—17=0

[3x+y-16] |4x-5y+23]|

Ji0 Ja1 (3453 +2410)x + (/53 + 74/10)y =17+/10 +164/53
= =1(2,06; 3,82)
[3x+y -16] _[2x+7y -17] | (3{41+4410)x +(v41-5V10)y = 16412310
J10 J53
c) El baricentre, G, és el punt de tall de les mediatrius del triangle. Per tant:
Punt mitja de AB: M, (4,4)  Punt mitia de BC: Mz(%, 5)
CM,;:x-6y+20=0
1 XTOY T :>x:2,y:1—1:>T[2,£']
AM, :8++9y -49=0 3 3

55 a 62. Exercicis resolts.

EXERCICIS
Equacions de la recta

63. Per a cadascuna de les rectes seguents, indica si els punts P(-2, 1) i Q(3, —1) pertanyen o no a les rectes i
calcula un punt més de cada una.

[x==2+2 X+1 y-2
a) ri(xy)=(7,-2)+r(4 -1 b) rz'{y:1+2k C) r;:2x+5y=1 d) r4.T:—

a) Substituint les coordenades de tots dos punts a I'equacid, tenim:

9
(-2.1) = (7. -2)+1(4 —1):{13_2”;% T aspen
- A=-3

=Qern

(3, -1)=(7, -2)+1(4, _1):>{3—7+47L {7»——1

=
-1=-2-A Ar=-1

Per calcular un punt més n’hi ha prou amb donar valor aX , per exemple, agafant A =0 obtenim el punt R(7,
-2).
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b) Substituint les coordenades de tots dos punts a les equacions, tenim:
—2=-2+A A=0 3=-2+A A=5
{ = { =>Per, { 3{ =Q¢er,
1=1+2) A=0 -1=1+2)1 A=-1

Per calcular un punt més n’hi ha prou amb donar valor ai , per exemple, agafant A =1 obtenim el punt R(-1,
3).

¢) Substituint les coordenades de tots dos punts a I'equacio, tenim:
2(-2)+51=1=Per, 2-3+5(-1) =1=Q er, Un altre punt de la recta és, per exemple, R(-7, 3)
d) Substituint les coordenades de tots dos punts a I'equacio, tenim:

-2+1 1-2 3+1 -1-2
#——=Per, —r——=0Q¢rm,
2 5 2 5

64. Obtén I’equacio vectorial i les equacions parameétriques de cadascuna de les rectes segiients.
a) Larecta que passa pel punt P(-3, 1) i té la direccio del vector u = (-1, —2).
b) Larecta que passa pels punts A(2, -3) i B(1, 4).

c) Larecta que té com un dels seus vectors de direcci6 u= (-3, 3) i talla la part positiva de I'eix d’abscisses en un
punt que dista 3 unitats de I'origen de coordenades.

=-3-1
a) E.vectorial: r:(x, y)=(-31)+Ar(-1 -2) E. paramétriques: r {§ _1-2
. = . - X=2-1
b) Vector director: AB = (-1, 7) E. vectorial: r :(x, y)=(2 -3)+A(-1 7) E. parametriques: r :{ 3,74
y=-3+
' - X=3-3A
c¢) E.vectorial: r:(x, y)=(3 0)+A(-3,3) E. paramétriques: r : y =3

65. Per a cadascuna de las rectes segiients, determina I’equacié continua i I'equacié general.
a) Passa pel punt A(-3, —4) i té la direccio del vector u= 1, -2).
b) Passa pels punts P(2, -5) i Q(5, 1).

c) Passa per I'origen de coordenades i pel punt B(-3, 4).

a) Equacio continua: x+3_y +24 Equacio general: -2x-6=y +4 =2x+y+10=0
- . X—=2 y+5 L )

b) Equacié continua: 3 = 5 Equacio general: 6x-12=3y +15=2x-y-9=0
- L Xy L )

¢) Equacié continua: =7 Equacié general: 4x+3y =0

66. Troba un vector director i un de normal en cadascuna de les rectes seguents.

a) r:-2x+3y=5
b) s:x—gy+1:0

c) Passa pels punts A(2, -5) i B(-5, -1).
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a) Vector normal: n = (-2, 3) Vector director: u =(3, 2)
b) Vector normal: n= (l —%) Vector director:u = (g 1]
c) Vector director:u = AB = (-7, 4) Vector normal: n = (4, 7)

67. Obtén les equacions dels costats del triangle de vertexs P(1, 3), Q(-4, 0) i R(-2, —1). Per a cada costat, tro-
ba un vector de direccié i un de normal.

Costat PQ. Un vector de direcci6 és u = PQ = (-5, —3). Un vector normal és n =(3, -5).

L’equacio és x_—51:y_—33:>_3x+3:_5y +15=3x-5y+12=0

Costat QR. Un vector de direccié és u=QR =(2, —1). Un vector normal és n = (1, 2).

L’equacié és X—42r4:y—_0:>—x—4=2y:x+2y+4=0

Costat PR . Un vector de direccié és u = PR = (-3, —4) . Un vector normal és n = (4, -3).

L’'equacio és X—;lzy—_3:—4x+4:—3y+9:4x—3y+5:0

68. Troba les equacions punt-pendent de les rectes r, s, tit’de lafigura.

Y| \|/rl \//s
1

o/ 1)/ \\X

La recta r passa per P, (1, 1) i té pendent m, =2, aixi, la seva equacio punt-pendent és y —-1=2(x-1).
La recta s passa per P, (3, 1) i té pendent m, =2, aixi, la seva equaci6 punt-pendent és y —1=2(x—3).
La recta t passa per P, (1, 1) i té pendent m; =-2, aixi, la seva equacio punt-pendent és y —1=-2(x—1) .

Larectat’ passa per P, (3, 1) ité pendent m, =-2, aixi, la seva equacio punt-pendent és y —1=-2(x—3).

69. Trobales equacions parametriques de les rectes:

a) r:y=-2x+3 b) s:4x+3y—-6=0 c) t:1x+§y—1:0 d) w: X4 _Yy+S
2 4 2 3
. ~ . ) X=A
a) Larecta passa per P(0, 3), vector dlrectoru:(l —2). Les equacions soén: r:{y_3 .

X =-3A

b) La recta passa per P(0, 2), vector normal n= (4, 3) i director u = (-3, 4) . Les equacions sén: s {y oL

X=2-3L
y =2h

c) Larecta passa per P(2, 0), vector normal n= (% %) =(2, 3) idirector u= (—3, 2). Equacions: t: {

X =4+2

d) Larecta passa per P(4, -5), vector directoru = (2, 3) . Les equacions son: w : {y _ 5.3
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70. Troba I'equacié normal i 'equacié general de la recta que té n =(2, 4) com a vector normal i passa pel

71.

72.

73.

punt mitja del segment AB sent A(0, -2) i B(-3, 0).

El punt mitja del segment AB és M (—% —lj

L’equacioé normal és Z(X + gj +4(y+1)=0 L’equaci6 general és 2x +4y +7 =0

Calcula el pendent de les rectes seguents:

a)
b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

r:y=-2x+3
r:2x—-3y+5=0
Recta que passa pels punts P(-1, 2) i Q(1, 3).

X =-3+5A
y =-1+2A

r:

m=-2

2x—3y+5=0:y=gx+§:>m:3
3 3 3

. L, , 1
El vector director és u =PQ = (2, 1), per tant, el pendent és m = 5

. . . 2
El vector director és u = (5, 2), per tant, el pendent és m = T

Indica el valor dels pendents i de les ordenades a I’origen de les rectes de la figura i determina, per a cada
una d’elles, la seva equacio general.

Y| Rectar:

t m:—%,n=3:>y=—§x+3:>2x+3y—9=0

Recta s:

[y

m=%,n=—3:>y=%x—3:>x—3y—9:0

Recta t:

m =0, no té ordenada a I'origen = x+5=0

Rectau: m=0,n=4=y-4=0

Troba I'’equacié explicita de la recta que passa pel punt P(-2, -5) i forma amb la part positiva de I'eix d’or-
denades un angle de 60°.

La recta forma un angle de 30° amb la part positiva de I'eix d’abscisses, per la qual cosa té pendent

3

m:tg (300) :? .

NE) «/§X+2«/§—15
3

L’equacio explicita és: y +5 = ?S(x +2)=>y = 3

74. Obtén les equacions explicites de les rectes seglients.

159

Matematiques 1r Batxillerat



SOLUCIONARI | UNITAT 5. GEOMETRIA ANALITICA e

cruilla
[
a) Passaper A(-1, 2) i té pendent m =2.
b) Passa pels punts A(-1, 3) i B(2, 4).
c) Passa per A(2, 3) i forma amb la part dreta de I'eix d’abscisses un angle de 30°.
d) Passa per A(-2, 5) i forma, amb la part esquerra de I'eix d’abscisses, un angle de 120°.
a) y-2=2x+1)=>y=2x+4
b) El vector director és U = AB = (3, 1), l'equacio explicita és: x+1_ y—l?’ =>X+1=3y-9=y= %x +%

3 V3 9-23

c) El pendent és m =tg (30°) =§ , 'equacio explicita és:y —3 = ;(x -2y = ?x + 3

d) Larecta forma un angle de 60° amb la part dreta de I'eix d’abscisses, per la qual cosa té pendent
m = tg (60°) =3, per tant, I'equacio explicita és:y -5 = \E(x +2)>y = \Ex +(2ﬁ+5).

Posicions relatives de rectes

X=2+2t
75. Troba I’equacio de la recta que passa pel punt P(2, 6) i és paral-lelaa r :{y 1t teR.

La recta que es busca té vector director u= (2, -1), per tant, 'equacio és:

XT_Z:y—_le:—x+2:2y—12:x+2y—l4:O

76. Estudia les posicions relatives dels parells de rectes segients.

< = 3+t
X=1+A -
a) r: s: 2
y=1-A 1t
2

b) r:3x-2y=7s:2x-3y =8

1 1 7
C) r:x+y=7s:—X—-—=y+—=0
) y XY *S

a) Els vectors directors son E =(1-1) i I = (% —%j . Com que so6n proporcionals i el punt P(1, 1) pertany a to-
tes dues rectes, les rectes sén coincidents.

b) g #* _—g = Les rectes son secants.

c) L’equacié de s es pot escriure com x +y — 7 = 0, que és la mateixa equacio de r, per la qual cosa les rectes son
coincidents.

77. Calcula el punt d’intersecci6 dels segiients parells de rectes secants.

{x—2—37» S_{x—1—4p

a) r: :
y=1+A y=2+2p

b) r:2x—5y:—2—23 s:3x—-4y =-12
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2-3r=1-4 B\ +4pu=-1
) H T ) =1 u=—-1= El punt d'interseccié és P(5, 0)
1+A=2+2p A-2u=1
2x -5 _.2 4x -10y =-23 3 3
b) y= 2 = {3 4 y_— 1 TX= -2,y === El punt d'interseccio és P[—Z, E)
3x—4y =-12 X-ay=- 2
78. Troba I’equacié de la recta que passa pel punt d’interseccio de les rectes r: 2x —3y +1=0i
s: 4x +y — 3 =0 talla I’eix d’abscisses al punt P(4, 0).
2x-3y+1=0
X=sy+ =>X= i y = > =risestallen al punt Q ﬂ S . El vector director de la recta buscada és
4x+y-3=0 7 7 77
u=pPQ-= L—% ?j =(-24, 5), per tant, l'equacié és: X—;j = yT—O = 5x-20=-24y = 5x+24y —-20=0

79. Troba I’equacio dels segiients parells de rectes paral-leles a la recta donada.
a) Paral-lelaa 2x+5y —5 =0 ique passa pel punt A(-2, 6).
b) Paral-lela a I'eix d’abscisses i que passa pel punt A(-1, 4).
c) Paral'lela a I'eix d’'ordenades i que passa pel punt A(-1, 4).

=-1+3t

i que passa pel punt P(-2, 4).
54t I que passa pel pu ( )

d) Paral-lelaa r {;

a) Larecta és de la forma 2x+5y +k =0. Com que passa per A, ha de ser -4+30+k =0 =k =-26 . Per tant,
I'equacio que es busca és 2x +5y —26=0.

b) Larectaés y=4.

c) Larectaésx=-1.

X+2 y-4

d) La recta té vector director u= (3, 1) , aixi, 'equacié és: = =>X+2=3y-12=>x-3y+14=0.

80. Obtén I'equacio de les segiients rectes.
a) Perpendicular a x — 2y — 3 =0 ique passa pel punt A(2, -1).
b) Paral-lela a I'eix d’abscisses i que passa pel punt A(-4, 8).
c) Paral-lela a I'eix d’ordenades i que passa pel punt A(-1, 3).

2t
d) Perpendiculara r :{y B 5++t i que passa pel punt P(-1, 0).

a) La recta té vector director u= (:L —2) , per tant, 'equacio és: x_12 = y_;l = -2X+4=y+1=2x+y-3=0.

b) Larecta és vertical i passa per A, per tant, 'equacio és: x = —4.

c) Larecta és horitzontal i passa per A, per tant, 'equacioé és: y = 3.

d) Larecta té vector normal n= (2, 1) , per tant, 'equacié és: 2(x+1)+1(y —0) = 2x+y +2=0.
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81. En cada cas, calcula el valor del parametre k perque les rectes tinguin la posicié relativa indicada.
a) r:x—ky+1=0;s:kx —4y —3 =0, paral-leles.
b) r:kx -2y —4k=0;s: x -3y — 4 =0, coincidents.
c) r:2kx+5y—-1=0;s:3x —ky + 2 =0, paral-leles.

a) S’ha de complir que 1=_—k;r:i:k2 —4d=K=42.
k -4 -3
b) S’ha de complir que E:_—Z:iksk :E.
1 -3 -4 3
, . 2k 5 -1 2 .
¢) S’ha de complir que 3 = = # 3 = 2k“ =-15= Impossible, per tant, no poden ser paral-leles.

Feix de rectes

82. Obtén I'’equacio del feix de rectes secants de vertex el punt P(-2, 3). Troba la recta d’aquest feix que té pen-

dent m =—1.
2
, » s . 1 1
L’equacio del feix és y -3 =m(x +2). Slm:—E:>y—3:—5(x+2):>2y—6=—x—2:>x+2y—4=0.

83. Determina I'equacioé del feix determinat per les rectes secants r: y =2x —3is: y=3x—5 i troba el seu vértex
i larecta d’aquest feix que passa pel punt P(-2, 2).

y=2x-3

=2y=1=V(21
y:3x—5:>x y=1=v(29)

L’equacio del feix és: 2x—y -3+ (3x—y —5)=0. Vértex: {

Si la recta passa per P, tenim que -4-2-3+A(-6-2-5)=0=>L= —% . Per tant, la recta que es busca és:

2x—y—3—%(3x—y—5)=O:26x—13y—39—27x+9y+45=0:x+4y—6=0

84. Determina les equacions dels feixos de rectes d’aquestes figures i troba en cada cas la recta que passa pel
punt P(-1, -2).

a) b)

AVAVAVAVAVA

-

T o l/~<

a) Es un feix de rectes paral-leles de pendent m = -3, per tant, 'equacié és: 3x+y +K =0.

D’aquestes, la que passa per P compleix —-3-2+K =0= K =5, per tant, 'equacio és: 3x+y+5=0.
b) Es un feix de rectes secants de vértex V(-2, —1), per tant, 'equacié és: y +1=m(x +2).

D’aquestes, la que passa per P compleix —2+1=m(-1+2) = m = -1, per tant, 'equacio és:

y+1=—(X+2)=x+y+3=0.
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Distancies i angles

85. Calculaladistancia entre els punts A i B:

a) A2, -3)iB(-2, 5) c) A[ﬁ,gj iB[ﬁ —ﬁj
PSS o (33 (3

a) d(A B)=\(-2-2)?+(5+3)* =/16+64 = /80 = 4J5 u

b) d(A B):\/(g_lj +(—§—§) T a=B=-22u

2

o ano- L E](2 B BT,

4

2 2
d) d(A B)= (E_EJ +(_3+§j _[1 16 _ 1609 _ 1609
5 2 3 100 9 V900 30

X
86. Trobaladistancia del punt P(2, —3) al punt d’interseccié de les rectes r :{

y=—1+7»i s:2x+y -3=0.

Punt d'interseccié A: 2—1+A-3=0=A1=2=A(1, 1). Per tant, d(A, P) = «212 +(=4)? =17 u

87. Troba el perimetre del romboide determinat per les rectes segients.

a) x+4y-9=0 b) x-y-4=0 c) x+4y-6=0 d x-y+6=0

Observem que a i c son paral-leles, igual que b i d, per tant, és un paral-lelogram. Els vertexs sén:

X+4y=9=0_ 5y _1=AG 1) X+dy-6=0_ 18 _12_ (.18 12
X—-y—-4=0 X-y+6=0 5 5 5 5
X+4y_9:0:>x:—3,y:3:>B(—3,3) X+4y_6:0:>x=£,y=£:>D 22
X—-y+6=0 X—-y—-4=0 5 5 5 5

El perimetre és 2(d(A, B)+d(B,C)) = 2{\/64+4+,/—+—J 2ﬁ+ fj~18,19u

88. Trobaladistancia del punt P(-4, 3) al punt mitja del segment d’extrems A(1, -3) i B(-1, 2).

49 113
2

El punt mitja del segment és M (O, —%) per tant, d(P, M) = 16+T =
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89. Calculaladistancia del punt P alarectar en els casos segiients.
a) P(-3,4)r2x+3y-5=0

X =1+2)

b) P(1,-2) r:{y _ o,

2(-3)+3-4-5) 1 {13

V22 132 13 13

b) {x:l+2h X-1 y+2

a) d(P,r)=

=>—0-= :—x+1:y+2:>x+y+1:0:>d(P,r):wzo
y=——2-20 2 2 Jz 2

90. Comprova que els parells de rectes segiients sén paral-leles i calcula, en cada cas, la distancia que les se-
para.

a) r:2x-y=7 s:2x-y=8 b) r:2x-3y-2=0 s:—§x+y—2:0

2 -1 -7 ) . |-7+8] 1 B
a) —=—=—= SoOnparallelesid(r,s)=——==—==——1u
2 -1 -8 ,/22+(712 J5 5
_ _ . 2_ f
b) s: —Ex+y—2=0:>2x—3y+6:0.3:—3¢—2:Sénparal-lele5|d(r,s): | g __8 _8I3 u
3 2 -3 6 \/22 +(_3)2 {13 13

91. Calculales mides dels seus tres costats i classifica els triangles seglents.

a) A3, 2), B5, -4)iC(1, -2) b) A@,5),B(-1,-1)iC(5,-3)  ¢) AQ, 1), B(O, zwc[@,%}

a) d(A B)=2+(-6) =40 =2\10 u
d(A, C) = (-2)? +(~4)* =20 =245 u

b) d(A B)=\[(-4)° +(-6)° =52 =213 u
d(A C) =22 +(-8) =68 =217 u

c) d(A B)=v0%?+1? =1u

92. Calcula I'angle que formen les rectes:
a) r:3x+y=1is:x-y=3
b) rix-2y-2=0is:—x-y-2=0
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a) Els vectors normals sénn, =(3,1) i n, =(1, —1), per tant, cosa = |n n 2 __ 5 = o =63,43°
= 2 = I =7 =09
[T
- . n,-n, )
b) Els vectors normals s6n n, =(1, —2) i n, =(-1 -1, per tant, cosa. = |j 2 1 10 = a=7157°
o] B2 10
93. Troba el perimetre del triangle format pels punts mitjans dels costats del v
triangle de la figura. A
~J
~
A(-2, 4), B(5, 1) i C(-6, —3), de manera que els punts mitjans dels costats s6n / . ~ .
I D
—
Ml(g, Ej M, [71 flj i M, (74, 1] i, per tant, el perimetre és: / 0
22 2 2 1
Cc
P =d(M;,M,) +d(M,,M;)+d(M3,M,) = 4+4Tg +\/29 % \/%1+4 _N65 +’\/528 +137 u

Una altra manera de fer-ho seria:

P= 1 Perimetre(ABC) = 1 \/72 +(=3) + \i(—4)2 + (=77 + \/(—11)2 +(=4) | = 1 58 + /65 + 137
2 2 2

94. Calcula I‘area i el perimetre del quadrilater que formen les rectes r : 3x + 4y =12 i s : 5x + 6y = 30 amb els
eixos coordenats.

Els vertexs del quadrilater sén A(4, 0), B(6, 0), C(0, 5) i D(0, 3).

El perimetre és P =d(A,B)+d(B,C)+d(C,D)+d(D,A) = \4+0 +/36+25 +J0+4 +16+9 =9++/61 u.

L’area es calcula restant les arees dels triangles rectangles OBC i OAD: S =15-6=9 u?.

Punts i rectes simétrics

95. Calcula les coordenades dels extrems del segment simeétric del AB respecte de la Y] B
simetria central de centre P essent: A(2, 3), B(4, 1) i P(3, 5). ) A
P ha de ser el punt mitja de A i A’, per tant, si A’ (a, a,) , tenim: &P
2 !/ \
+_a1 = 3 = a1 =4 A “‘
2 = A'(4,7) ‘g
3+a,
=5= a, = 7 0 X

Analogament, Pha de ser el punt mitja de B i B', per tant, si B’ (b, b,) , tenim:

—4;b1:3:>b1:2

B'(2 9
1+b, =B'(29)

=5=b,=9
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96. Calcula les coordenades dels extrems del segment simétric del AB respecte de

la simetria axial d’eix r essent A(, 3), B [3, g] ir:x+y=3. A

La recta que passa per A i A’ és perpendicular a r, per tant, és de laforma x-y +k =0
i, com que passa per A, tenim 1-3+k =0=k =2, amb la qual cosa I'equacié de la
recta AA’ és x-y+2=0.

X-y+2=0

El punt d’interseccié d’aquesta recta i r és: =>X= 1 y = S =M (i E)
X+y=3 2 2 2

M és el punt mitja del segment AA, per tant, si A'(a, a,), tenim:

1+_ai:1:>ai:0

2 2 = A(0,2)
3+a, 5
2% 2a,-2

2 2

Si seguim un procés analeg per al punt B tenim:

BB’:x—y+k:O:>3—g+k:0:>k:—%:>x—y—1:0

2
X — —1—0 7 5 7 5
Punt d'interseccio: y=3° :x:_,y:_jN(_,_j
4 4 4 4
X+y=3
3+b 7 1
_:_jal:_
2 4 2 1
Calcul de B'(b, b,): 1 5 :B'[—,oj
S+bh g 2
> =—=a,=0

97. Donadeslesrectesr:x—-4y+2=0is:2x—-3y=-4:
a) Calcula’n el punt de tall.
b) Demostra que el punt P(1, 2) pertany a s i calcula’n el simétric respecte a la recta r.
c) Calcula I'equacio de la simetrica de la recta s respecte a la recta r.

X—4y+2=0

-2,0
2x—3y+4:0:>Q( )

a) El puntde tall és: {

b) P compleix 'equaci6 de s. En efecte: 2.1-3-2+4=2-6+4=0=Pes.

La recta perpendicular ar que passaperP és: 4x+y+k=0=4+2+k=0=>k=-6=4x+y—-6=0.

4 -6=0
Aquesta recta talla r en el punt: Xy =M= 2 e
Xx—4y+2=0 17 17

l+va 22 27

2 17 17 _pf27 _6
2+b 14 b 6

M és el punt mitja de P i el seu simetric P’ (a, b) , per tant: T ARET,
=—=D0D=
2 17 17

c) Larecta passa per Qi P’, per tant 'equacio és: xg12 - Y = —6x-12=61y = 6x+61ly+12=0.
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Llocs geometrics

98.

99.

Donats els punts A(1, 4), B(-3,0) i C(3, -2):
a) Determina les mediatrius dels segments ﬁ, AC i BC.
b) Troba les coordenades del punt que equidista de A, Bi C.

a) Mediatriu del segment AB :

\/(x—1)2+(y—4)2 :\jq(x+3)2+(y—0)2 =x2-2x+1+y? -8y +16 = x® +6Xx+9+y? = x+y—-1=0

Mediatriu del segment AC:

V=12 +(y —4) =\J(x=3)? +(y +2)> = x* —2x+1+y? —8y +16 =x* —6x+9+y2 +dy + 4= X —3y +1=0

Mediatriu del segment BC :

\/(x+3)2+(y—0)2 :\/(x—3)2+(y+2)2 =>x2+6X+9+y2=x2—6Xx+9+yZ+4y +4=3x-y-1=0

b) El punt que equidista de A, B i C el circumcentre, s’obté com a punt d’interseccié de les mediatrius:
X+y-1=
Yy 0 :x:l,yzlzﬂ 1,1
Xx-3y+1=0 2 2 2 2

X =2\
Troba les bisectrius de lesrectesr:3x—2y=-2 i s :{

i comprova que soén perpendiculars.
y =1+ p q perp

o X =2\ X_ B _
Equacio general de la recta s. {y :1+k:>E_y 1=>x-2y+2=0
Equacions de les bisectrius:
|3x—2y+2|_|x—2y+2|33x—2y+2_+x—2y+2j bl:(3%_\/1_3)X+(2"/1_3_2\/g)y+(2’\/§_2\/1_3):O

\E xE «/1=3 N \E b2:(3ﬁ+\E)x—(2«/1=3+2\/§)y+(2\/§+2\E):O

Els vectors normals i, per tant, les bisectrius, son perpendiculars, ja que:

(3%-@, 2@-2@)(3£+E, —2J1=3—2\E):45—13—52+20:0

Sintesi

100. Les diagonals d’un rombe sén perpendiculars entre elles. Calcula les equacions de les diagonals de la figu-
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rai comprova si es tracta o no d’un rombe.
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Y

D(4, 4)

A(8, 3)

N

B(6. 1)
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101.

102.
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La diagonal AC té vector director AC = (-6, -3)=(2, 1) i passa per A, per tant, 'equaci6 és:

X;8:y—13:>x—8:2y—6:>x—2y—2=0

La diagonal BD té vector director BD = (-2, 5) i passa per B, per tant, I'equacio és:

=5x-30=-2y -2=5x+2y-28=0

X-6 y+1
-2 5

No es tracta d’un rombe, ja que les diagonals no sén perpendiculars. En efecte, AC-BD=12-15=-30
Donat el quadrilater de vertexs A(1, 1), B(5, 2), C(3, 3) i D[l, gJ :

a) Demostra que es tracta d'un trapezi.
b) Calcula el punt on es tallen les diagonals.

c¢) Comprova que la recta que uneix els punts mitjans dels dos costats no paral-lels és paral-lela a les bases del
trapezi.

a) Els costats AB i DC s6n paral-lels, ja que els vectors AB= (41)i DC= (2, %) son proporcionals.

Els costats AD i BC no sén paral-lels, ja que els vectors AD= (0, g) i BC= (—2, 1) no son proporcionals.

Per tant, el quadrilater és un trapezi de bases AB i DC.

b) La diagonal AC té equacio: XT_lzyT_lzx—yzo i la BD: X_45:—y12:>x+8y—21:0.
2
—y=0
Punt de tall: x=y 3x:_,y213p ZZ
X+8y-21=0 3 3 3 3

c) R(l %) y 8(4, g] son els punts mitjans de AD i BC, respectivament. La recta RS és paral-lela als costats AB
i DC, ja que els vectors AB=(4,1) , DC= (2, %) iRS= (3, %J s6n proporcionals.

Es considera el quadrilater de vértexs: A(-5, 0), B(3, 2), C(5, -8) i D(-7, —6)
a) Calcula la mida de les dues diagonals.

b) Comprova que els punts mitjans dels costats formen un paral-lelogram.

c) Calcula el perimetre del paral-lelogram.

d) Comprova que el perimetre trobat coincideix amb la suma de les dues diagonals del quadrilater inicial.

a) d(AC)=+10?+8% =164 =241 u d(B.D) = \(-10)? + (-8)? = 164 = 241 u
b) Punt mitja del costat AB: M, (-1, 1) Punt mitja del costat BC: M, (4, —3)

Punt mitja del costat CD: M, (-1, -7) Punt mitja del costat DA: M, (-6, —3)

Com que MM, =M,M;=(-5, —4) , M;M,M;M, és un paral-lelogram.

c) El perimetre és 2d(M,,M,) +2d(M,, My) = 2452 +(—4) +2,(-5)2 +(-4)> =441 u

d) Lasuma de les diagonals és d(A,C)+d(B,D) = 4«/4=1, gue coincideix amb el perimetre del paral-lelogram.
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103. Trobael puntdelarectar: 2x +y + 1 =0 que equidista dels punts A(2, 2) i B(-2, 4).

104.

105.

169

El punt buscat sera la interseccié de la recta r amb la mediatriu del segment AB.

La mediatriu del segment AB és: \/(x —22+(y-2)? = \/(x +2)24+(y—-4)P = 2x-y+3=0.

2x+y+1=0

=— =1=>P(-11
2x—y+3:03X Ly = (l)

El punt d’interseccié és: {

Calcula els punts de larectar: x + y— 3 =0 que estan a distancia 1 del punt P(1, 1).

Els punts de la recta son de la forma (t, 3—t); perque estiguin a distancia 1 de P s’ha de complir:

t=2
(t-1°+(2-t)? =1=>2t°-6t+4=0=> {t 1 Aixi s’obtenen dues solucions, A(2, 1) i B(1, 2).

Donat el triangle de vertexs: A(1, 3), B(-1, 2) i C(0, =3)

a) Calcula les coordenades del baricentre.

b) Troba les equacions de dues altures i les coordenades de I'ortocentre.

c) Obtén les equacions de dues mediatrius i les coordenades del circumcentre.
d) Calcula el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle.

e) Comprova que el baricentre, I'ortocentre i el circumcentre estan alineats. Escriu la recta que passa per aquests
punts, anomenada recta d’Euler.

a) El baricentre és G [O, gj

b) Laltura per A és perpendicular a BC = (1, —5), aixi, 'equacio és: I(x—1)-5(y —3) = x -5y +14 =0.
L’altura per B és perpendicular a AC = (-1 —6), aixi, 'equaci6 és: —1(x +1)—6(y —2) = x+6y —11=0.

L’ortocentre és el punt d’interseccié d’aquestes altures: H [—% %)

c) Mediatriu del costat AB: \/(x —1)2+(y-3)* = \/(x +1)2+(y-2)> = 4x+2y-5=0

Mediatriu del costat AC: \[(x—1)> +(y —3)? =[(x—0)? +(y +3)? = 2x+12y -1=0

El circumcentre és el punt d’interseccié d’aquestes matrius: T[% —%)
2 2
d) Elradide la circumferéncia circumscrita és d(T,A) = g—lj +(—i—3 = ﬂf& ~3,15u
22 22 242
e) GH= —g, E i Cﬁ:(g —5—3) sén proporcionals, per tant, el baricentre, I'ortocentre i el circumcentre
11 33 22 66
estan alineats. La recta que passa per aquests punts és la recta d’Euler, d’equacio:
y 2
x-0 773 3
E—§353X+87y 58=0
11 33
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106. A partir de lainformacio6 de la figura, calcula: Y| \

170

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
i)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

[
cruilla

Les equacions de les rectes r, s i t. r

El punt P d’intersecci6 entre sii t. | /s

El punt P’ simétric de P respecte de la rectar. (2, 4

El punt C’ simétric de C respecte de larectar.

El perimetre del quadrilater PCC'P’. ‘
607

0 C(2, 0) t X

-

L’equacio de la recta s’ simétrica de s respecte a larectar.

L’angle que formen s i t. \

La recta paral-lela a s que passa per B.
Les rectes que passen pel punt D(-1, 3) i formen un angle de 30° amb la recta r.
Xx=-0 y-2 X-2 y-4

> T:>x—y+2:0s:y—O:tgGOO(x—Z)sy:a\Ex—Z\Et: = 5 = X+y-6=0

6+2V3 _ (6+23)1-3)
{y_ﬁx—zﬁ3 TN - 1-3 zzﬁzp(zﬁ,e—zﬁ).

X+y-6=0
Y y=6-243

r

La perpendicular a r per P és t, que talla r a B. Per tant, B ha de ser el punt mitja del segment PP, per la qual

cosa P'(4—2ﬁ,2+2ﬁ).

La perpendicular a r per C té equacié x+y—2=0 itallaren el punt A, amb la qual cosa A ha de ser el punt
mitja del segment cc'i, per tant, C'(-2, 4).

d(P,C)+d(C,C")+d(C",P)+d(P",P) =\/(2—2J§)2+(—6+2J§)2 a4 +\/(6—2£)2+(—2+2\E)2 +

+\/(—4+4J§)2 +(4—4\/§)2 =83 +4/6 -8 =15,65 u
La recta que es busca passa per P’ i C’, per tant, 'equacio és:

X+2 y—4 3(2+2\/§)x+(6—2\/§)y+(—20+12"/§):O

6-203 2-23
Els vectors normals de s i t son, respectivament, ni:(«E —:L) i n::(l 1) , per tant, 'angle que formen és:
N3-1 (VB-1V2
22 4
Com que el pendentde s és m = \E la recta paral-lela a s que passa per B té equacié:

y—4:«/§(x—2):y=«/3_’x+(4—2«/3_’)

La recta r té pendent 1, per tant, forma un angle de 45° amb la part positiva de I'eix d’abscisses. Les rectes que
formen un angle de 30° amb la recta r han de formar, per tant, angles de 15° o de 75° amb la part positiva de
I'eix d’abscisses.

coso = = o =75°

B3
T 5 [0} o
Per tant, els pendents han de ser m, =tg15°= — 3 —2-Bi m, =tg75°= 1g30°+1945% _ 2443
1-tg30°tg45°
s

D’aquesta manera, les rectes tenen equacio:

y—3:<2—ﬁ)(x+1):y:(Z—e\/g)x+(5—x/§) y—3:<2+\5)(x+1):>y :(2+x/§)x+(5+ﬁ)
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QUESTIONS

107.

108.

109.

Existeix algun valor de a per al qual els punts O(0, 0), A(1, 1) i B(1, a) pertanyin a una mateixa recta?

Perque els punts A, B i C pertanyin a una mateixa recta és necessari i suficient que els vectors OA = (11

iOB = (2, a) tinguin la mateixa direcci6, és a dir, siguin proporcionals. Per tant:

= a=1=Pera a=1, els punts O, Ai B estan alineats, de fet, A i B s6n iguals.

[N
Q|

a) Indica un vector de direcci6 i un altre de normal a la recta que té per equacié explicita: y =mx-+n

b) Indica un vector de direcci6 i un altre de normal de la recta que té per equacié punt-pendent: y —y, = m(x —X,)

a) Vector de direcci6 u=(1 m) Vector normal n=(m, -1)

b) Vector de direcci6 u=(1, m) Vector normal n=(m, -1)

Indica, raonadament, si les afirmacions seglients sén certes o falses.

a) Siladistancia d’'un punt a una recta és zero, aleshores, obligatoriament, el punt esta contingut en la recta.

b) Sil'equacié general d’'una recta no té terme independent, aleshores I'origen de coordenades pertany a la recta.
c) L’expressio Ax + By + C= 0 representa sempre una recta independentment dels valors reals de A, B i C.

a) Certa, silarectaés r: Ax+By+C =0 iel puntés P(a,b), en ser d(P,r)=0, es compleix que
|Aa+Bb+C|=0= Aa+Bb+C =0, la qual cosa significa que P compleix I'equacié de r; és a dir, P pertany a la
recta.

b) Certa, silarecta és r : Ax+By =0, clarament 'origen de coordenades O(0, 0) compleix I'equacio de r, és a dir,
pertany ar.

c) Falsa. Si A=B =0/Iexpressid no representa cap recta.

PROBLEMES

110.

171

Al paral-lelogram de vertexs ABCD, es coneixen les coordenades dels punts A(0, 3), B(1, 0) i C(6, 1). Calcu-
la la mida de les seves diagonals i I’angle que formen.

Si D(a, b) tenim: AB=DC = (1 -3)=(6-a,1-b)=a=5b=4=D(54)

Les diagonals mesuren: d(A,C) = J36+4 = «/ﬁ: 2\,@ u i d(B,D)= «/16+16 = E: 45 u

S — 24-8
L’angle que formen és: coso = cos(AC, BD) = u = ﬁ = a =63,43°
21042 5
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111. Construeix el cami que ha de seguir la bola B(1, 4) per arribar al punt N(8, 1) després de xocar a la bandar :
X+y-4=0.
Y El simétric de B respecte de r és B'(0, 3).
B El punt de xoc M és el punt d’interseccié de les rectes B'N i r:
Bl N BN: XY =3 4y 12— x1dy-12-0
===t 8 -2

1 N

{x+4y—12:0 4 8 (4 8)
0 1 X =>X=—y===P|—, —|.

. X+y-4=0 3 3 3 3
Cami: BP —PN

112. Calcula les rectes que passen pel punt P(1, 2) i que determinen amb els eixos coordenats un triangle d’area

113.

114.

172

4,5 u’.

Les rectes que passen per P sonde laforma y—-2=m(x-1) =y =mx+2-m. Tallen els eixos en els punts
. -2
(0,2-m) i (m— o).
m

Tenim:

M=-4=y=-4X+6

= L M am-4-9m=m2+Bm+4—0=
2 Mm=-1=y=-X+3

Aixi doncs, hi ha dues solucions.

Calcula el valor de k perqueé I'area del triangle de vértexs A(4, 3), B(6, -3) i C(6, k) sigui 20 u®.

La recta que passa per A i per B té d’equacioé: X _14 = yT—B =3x-12=-y+3=3x+y-15=0.

18+k -1 k
L’altura per C mesura h=d(C,AB) = | 8+ 5| = |3+ | u i la base mesura d(A,B) =J4+36 :«\/40 =210 u,
J10 J10

3+k

J10

3+k=20=k =17
-3-k=20=k =-23

per tant, tenim:S:J_r%Z«E- :J_r(3+k):20:{

Un raig de llum r, que passa pel punt A(1, 2), incideix sobre I'eix d’abscisses i es reflecteix formant amb
I’eix un angle de 30°

Troba les equacions dels raigs incident i reflectit.

r Y|

A(1, 2
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116.
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El raig incident passa per A i forma amb I'eix d’abscisses un angle de 150°, per tant el pendent és
m =tg150°= —? i 'equacio és de laforma y = —%x +n.
Com que ha de passar per A, tenim: 2 = —?3+ n=n= 6+3J§ =Yy = —§x+ 6+3\/§

Per calcular I'equacio del raig reflectit observem que el raig incident talla I'eix d’abscisses a B(1+ Z«E, O) , per tant,

el raig reflectit passa per B i forma amb l'eix d’abscisses un angle de 30°, amb la qual cosa el seu pendent és

5 &

m :tg30°:? i 'equacio és de la forma y :?x+n .

3 643 3. 6+\3

Com que ha de passar per B, tenim:0=—(1+2y3|+h=>n=——""—=>y =—X—
q passar p 3( V3) S oY= 5

Els vértexs oposats d’un quadrat sén els punts A(0O, 3) i C(4, 0).
a) Quines son les coordenades dels altres dos vertexs?

b) Quina és I'area del quadrat?
a) La diagonal del quadrat es troba sobre la recta AC: 3x + 4y — 12 = 0.
. . s 3
La diagonal mesura d(A,C) =25 =5u ielseu punt mitja és M| 2, 2]

Sigui P(a, b) un dels vértexs, MP és perpendicular a AC, per tant, és de la forma (3, 41) .

Amés, dM,P) == = \[(Bh) +(4) =2 =5 =2 ==t 2
2 2 2 2
Obtenim aixi els dos vertexs que falten:
SR St U
W:(a—z,b—aj:(%,ﬂ): L L L 1
A=—=—=a==,b=-==D|=,-=
2 2 2 2 2
: i . col2 _E2 5 52
b) Aplicant el teorema de Pitagores es calcula la longitud del costat del quadrat: 21 =5 = | = T == u.
2
" . 2 25
Per tant, I'area del quadratés S=1"=—u

Determina les equacions dels costats d’un triangle que compleixi aquestes condicions:
I. Téun vértex a A2, -7).
Il. Larecta3x+y+11=0és I'alturarelativa al vértex B.

lll. Larectax + 2y+ 7 =0 és la mitjana corresponent al vértex C.

La recta AC és perpendicular a 3x +y + 11 = 0, per tant, és de la forma x — 3y + k= 0.
Com que passa per A, ha de ser k =-23 i, per tant, AC: x — 3y — 23 =0.
Per coneixer C n’hi ha prou amb calcular el punt d’'interseccié de x— 3y — 23 =0 i l'altura x + 2y + 7 = 0. Aixi s’obté:

{X—Sy—23:0

=5 y=-6=C(5 -6
X+2y+7=0 =X=2Y =C(5.-6)

El vértex B(a, b) pertany a l'altura 3x +y + 11 = 0, per la qual cosa s’ha de complir 3a+b + 11 =0.
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D’altra banda, el punt mitja del costat AB,M [a;Z b—j} pertany a la mitjana x + 2y + 7 = 0, per la qual cosa es

complira I'equacié a%2+2‘%+7=0:>a+2b+2=0.

Resolem el sistema format per les dues equacions obtingudes per a i b, i trobem les coordenades del punt B:

{3a+b+ll—0

=>a=-4,b=1=B(41
a+2b+2=0

Les equacions dels altres dos costats ara es calculen de forma immediata, i s’obté:
AB:4x +3y+13=0iBC: 7x+ 9y + 19 =0.

PER APROFUNDIR

117.

118.

174

Donades lesrectesr:x—y=0is:x+y—7=0iel segment d’extrems

Y| A
. —— i B

A(1, 9) i B(5, 8), calcula les coordenades dels extrems d’un segment CD de la ! 1 r
mateixa longitud que AB, paral-lel a aquest i de tal manera que el punt C per- C !
tanyialarectasielpuntDalar. D

Els punts de r s6n de la forma D(d, d) i els punts de s son de la forma C(c, 7—c).

Els vectors AB i CD poden ser iguals o oposats, per tant: | s

d-c=4 d-c=4 , a X
c=1d=5=C(16)iD(55 1
{d—7+c=—1:{d+c=6é . =CA6)IDG. )
d-c=-4 d-c=-4
c=6,d=2=C(6,1)iD(2 2
{d—7+c=1:>{d+c=8 = =C6.)ib2)
Donat el triangle A(2, 1), B(1, -2) i C(-1, 3)
J— Y|
a) Calcula el punt P, interseccio de la bisectriu de I'angle C amb el costat oposat AB .
Cc
b) Demostra que i = 2 A
PB CB '
o\ 1/p X
a) AB: X2 Y7l o vy s_0ac: X2 Yt oiisy-7-0
-1 -3 -3 2 B
BC:X—;l:yT_:S:>5x+2y—1:O

Bisectriu interior de I'angle C:

2Xx+3y -7 5x+2y -1
=— = (2429 +513 ) x +(3v29 + 213 )y - 74/29 -\13 =0
J13 J29 ( ) ( )y

Resolem el sistema format per les rectes bisectriu i AB i obtenim el punt: P( 6

45-377 55-34377 J
6

b) En efecte, quan es fa el calcul s’obté i = i = _“377 .

PB CB 29
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Calcula, de forma exacta, les coordenades dels vertexs del pentagon regular de la figura sabent que el seu
costat mesura 2 unitats.

1+\/§

Comprova que el quocient entre la distancia de D a B i la distancia de D a C és el nombre auri ® = 2

. o
L’angle interior d’un pentagon regular val % =108°.

C(1, 0), D(-1,0)

Pel teorema del cosinus: DB = /22 +22 —2.2.2.c0s108° = /8 + 805 72°

Tenint en compte que les longituds de DA i DB son iguals, tenim: A(O, DA? —1? ) = (0, \i7+800572°)

B(—1+ J8+8c0s72° .cos36°, \/8+8c0s72° -sen 360) E (1—\/8+ 8C0S72° -cos36°, \[8 +8C0s72° - sen 360)

o]
DB _N8+8COST2° 05720 1618033989, = d

DC 2
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ENTORN MATEMATIC

D’aqui a uns quants dies, la classe de I’Antoni i la Joana anira d’excursié al camp. Aprofitant aquesta ocasio i
amb la intencié de fer la classe de matematiques més animada, la professora proposa fer un concurs per
equips: qui pot donar la millor aproximacio a la longitud que separa els dos punts O i F per la llera d’un riu?

Per aconseguir-ho, proporciona un esbhés del riu de la zona
d’acampada, calcat d’un planol a escala obtingut en una
pagina de mapes d’Internet. Per facilitar la tasca, hi afegeix
un parell d’eixos coordenats de manera que l'origen de co-
ordenades és el punt O. La quadricula esta formada per qua-
drats de 20 m de costat.

Ben de pressa i amb la intencié de demostrar que so6n els
més rapids a I’hora de resoldre problemes i, per tant, me-
reixen guanyar el concurs, I’equip de I’Antoni inventa aquest
metode:

Triara cinc punts de la llera que juntament amb O i F forma-
ran una linia poligonal OA—AB-BC-CD-DE-EF. La longitud
d’aquesta poligonal s’aproximara a la longitud de la llera del
riu.

Després d’exposar la seva idea a la classe, la professora
confirma que el métode sembla adequat, pero indica que
creu que 'aproximacio, potser per culpa de la rapidesa amb
qué s’ha fet, no és gaire bona i s’hauria de millorar..

Basant-se en la mateixa idea, I’equip de la Joana, després de
pensar-hi una mica meés, proposa col-locar dos punts més G
i H de manera que la nova poligonal s’ajusti millor a la linia
de lallera.

a) Calcula I'aproximacié que obté I'equip de I’Antoni.

b) Calcula I'aproximacio que obté I'equip de la Joana.

He @E

De

c) Afegeix-hi algun punt més i obtén una altra aproximacio.

a) 0(0, 0), A(1,1), B(3, 2), C(6, -1), D(9, 3), E(11, 6) i F(12, 0)

La poligonal mesura V2 +5 +\18 +/25 +\13 +/37 = 22,58 u, per tant, I'equip de I’Antoni obté 451,6 m.

b) Si s’hi afegeixen els punts G(8,0) i H(10, 6) la poligonal mesura

\E+\E+a\/1=8+a\/§+ﬁ+x/1=0+ﬁ+«/3=7: 23,54 u, per la qual cosa I'equip de la Joana obté 470,8 m.

c) Sis’hi afegeixen, per exemple, 1(4,5; 1) i J(7,5; —1) s’obté com a aproximacio 20- 23,98 =479,6 m.

176
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Piragles a la llacuna?

A la zona on acamparan, el riu desemboca en una llacunai els
professors de I’escola estan pensant si llogar unes piragies o
no per practicar piragiiisme. Com que I’activitat, a més de ser
cara, suposa riscos (no només el d’algun alumne en remull),
només ho faran si la llacuna és prou gran perqué I’experiéncia
valgui la pena i no ho faran si només és una bassa on poder
fer un parell de palades.

Be

La professora proposa un altre repte als equips: calcular apro- Ao
ximacions de la superficie de la llacuna.

L1

Un altre cop proporciona a tots dos equips un esquema amb D
els limits de la superficie que es vol calcular. Els quadrats de 0 A
la quadricula en aquest cas tenen 4 m per costat.

En aquest cas, és més rapid I’equip de la Joana, que proposa
considerar els punts O, A, B, C, D i E del perimetre del llac i
calcular I'area del poligon format per aguests punts mitjangant
triangulacio.

me

a) Calcula I'area dels triangles ABC, OAC, OCD i ODE de la figura utilitzant els metodes de la geometria analitica.

b) Utilitza alguna aplicacio de geometria dinamica per obtenir I'area dels triangles anteriors i afegeix-hi alguns punts
més per millorar I'aproximacio.

a) 0(0, 0), AL, 4), B(4, 12), C(9, 2), D(12, 0) i E(5; —4,5)

base: d(A,C) =64+3 =68 =217 u
. . 1 35417 2
ABC:{AC: x+4y-17=0 :>81:E~2\/17~ 7 =35u
altura:h=d(B,AC):|4+4'12_17l _ 35 :35\/17 u
J17 17 17
base: d(O,A):x/l? u
1 2
OAC:{OA:4x-y =0 :>SZ=E~\f17~2:17u
[36-2] 34
altura: h=d(C,0A) = ———=—===2417 u
CoN="m =

base: d(O,D) =12 u
=

D: base: d(O,D) =12 u N
altura: h=2u

S, _Llisas-o7
altura: h=4,5u 2

S3=E-12-2:12u ODE:{

L’equip de la Joana obté S =S, +S, +S; +S, =35+17+12+27 =91 u® = 91.4° =1456 m”

b) La superficie s'aproxima a 103 u?= 103-16 = 1648 m?
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AUTOAVALUACIO
Comprova el que has aprés
1. Calculaen cada cas I'equacio de la recta.
a) Paral-lelaalarecta s:2x+3y =5 ique passa per P(0,-3).
b) Perpendicular a larecta s:4x -3y +5=0 i que passa pel punt P(1, 1).
c) De direccio la del vector AB amb A(2, 4) i B(~1,3) i que passa pel punt d’interseccio de les rectes
5x+y—-20=0iy=x+2.
a) Lesrectes paral-leles a s son de la forma 2x +3y +K =0, la que passa per P és:
O+K=0=K=9=2x+3y+9=0
b) Les rectes perpendiculars a s son de la forma 3x +4y +K =0, la que passa per P és:
3+4+K=0=>K=-7=3x+4y-7=0
c) Calculem el punt d’interseccio:
5x+y-20=0
{ y —~x=3,y=5=P(35)
y=X+2
— . ... X-3 y-5
Com que AB =(-3, -1), la recta buscada té equacio: =1 =x-3y+12=0
2. Calcula el pendent i I’'ordenada a I’origen de les rectes r, s i t que apareixen Y
alafigura. Indica un vector de direccio de cadascuna d’aquestes. r
\
La recta r passa pels punts (3, 0) i (1, 7), per tant, un vector director és \ s
u, =(-2,7), laseva equaci6 és r : 7x+2y —21=0, el seu pendent és m, = _% B \
- . p 21 1 \
i 'ordenada a 'origen és n, = —.
2 0 X
La recta s passa pels punts (1, 3) i (-4, 2), per tant, un vector director és f \\

@ = (5, 1) , la seva equaci6 és s: x—-5y+14 =0, el seu pendentés m, == i

[N

. . 14
'ordenada a 'origen és ng = =

La recta t és la recta horitzontal t:y =-2, amb vector director uT = (:L 0), pendent m, =0 i ordenada a l'origen
n=-2.

3. Calcula I’'equacié de la recta paral-lelaa x+y =0 i que forma amb els eixos coordenats un triangle de 30 u’,
Hi ha una unica soluci6?

La recta ha de tenir com a equacié x+y =k , per la qual cosa talla els eixos en els punts A(k, 0) i B(0, k).

2
L'area del triangle OAB sera S = k? =30 = k? =60 = k = +/60 = +2\/15

x+y =60
x+y = 60

Per tant, hi ha dues solucions: {
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4. Indica el pendent de totes les rectes paral-leles a la recta que passa pels punts P(1, 2) i Q(-1, -7).

. - 9
Les rectes tenen vector director u =PQ =(-2, -9), per tant, tenen pendent m = 5

5. Troba per quin valor de b, larecta x —by =—4b — 1 és coincident amb la recta que passa pels punts
P(-1,4)i Q(2, 3).

~1-4b=-4b-1

L ta donada ha d PiQ, tant
a recta donada ha de passar per P i Q, per tan {2—3b:—4b—1

= b=-3, aixi, larecta és x + 3y - 11 =0.

2X+y =5
6. Calculael punt simetric de P(5,-2) respecte del punt d’intersecci6 de les rectes{ « +)A/fy _o

El punt d’interseccid de les rectes és Q(2, 1), per tant, si P'(a, b) és el simetric de P, tenim que Q ha de ser el punt

5+a
2

-2+b
2

=2

mitja de PP’, amb la qual cosa: —sa=-1b=4=P'= (_1 4)

=1

7. Calcula I’area del quadrilater de la figura.

-

Els vertexs del quadrilater sén O(0, 0), A(3, 4), B(8, 5) i C(8, 0).

base-altura _ d(AC)-d(AOC) _8:4 . o
2 2 2

Area del triangle OAC: S, =

base-altura _d(B,C)-d(ABC) 5-5 25 W2
- 2 2 2

Area del triangle ACB: S, =

Area del quadrilater: S =S, +S, = 5—27 u?

8. Calculales coordenades dels vertexs i el perimetre del triangle determinat per les rectes:
r:x—-3y+1=0
s:3x—-2y—-4=0
t:2x+y+2=0

Els vertexs del triangle sén:

3y +1= 3y 1=
X=y =0 o y-1mA2 ) X-3y+1=0 _ 1y-0=B(-10)
3x-2y-4=0 2Xx+y+2=0
_2y-4-
-2y -4=0_ 0 y-—2-c(0,-2)
2Xx+y+2=0

Per tant, el perimetre és P =d(AB)+d(B,C) +d(C,A) =0 +1+1+4 +4+9 =10 + 6 + A3 u
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RELACIONA | CONTESTA
Tria I’Gnica resposta correcta en cada cas
X=2-A X =1+ 17»
1. Les rectes r : _3 2)bls: 2
y=2=- y =1+
A. Son paral-leles. C. Sén secants i es tallen al punt R(1, 1).
B. So6n secants i es tallen al punt Q(2, 3). D. S6n la mateixa recta.
X=2-A X-2 -3 x—1+17» x-1
; = =y—:>2x—y—1:05: T 2=y -1=2x-y-1=0
y=3-2) -1 -2 1
y=1+A -
2
La resposta correcta és la D.
2. Ladistanciadel punt (0,-1)alarectax—y =1 és:
A. 2u B. 2\/5 u C. \/5 u D. Cap de les anteriors.
Es pot observar que el punt donat forma part de la recta. Per tant, la distancia del punt a la recta és nul-la. La res-
posta correcta és la D.
3. L’area del triangle determinat per I’origen de coordenades i les interseccions de la recta §+% =1 amb els

eixos coordenats és:

A. A=ab B. A=— C. A=2ab D. A:2

Nio

Els punts d’interseccio son (a, 0) i (0, b), per tant, I'area del triangle és A = a_2b , la resposta B.

Assenyala, en cada cas, les respostes correctes

4.

180

Es consideren els punts del pla A(a, 1), B(a-1, 4) i C(-1, a).

A. Pera a=-2 els punts estan alineats.
1 . .
B. Pera a= > ABC és un triangle rectangle a A.

C. Pera a=2, ABC és un triangle isosceles.

D. Pera a=-2, B és el punt mitja del segment AC.

S'observa que AB =(-1, 3), AC =(-1-a a-1), BC =(-a, a—4) iel punt mitja de AC és [aT—l “Taj

Si a=-2 tenim que AB =(-13)i AC = (2, —=3) son proporcionals, per la qual cosa la resposta A és correcta, pe-

ro el punt mitja de AC, (7 %j no coincideix amb B, per la qual cosa la resposta D és incorrecta.

Si a:% tenim que AB =(-13)i AC =[—§, —%j sén perpendiculars, per la qual cosa la resposta B és cor-

recta.
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Si a=2 tenim que @:(—1 3) iE:(—s, -1) tenen la mateixa longitud, pero és diferent que la longitud de

BC = (-2, —2), per la qual cosa la resposta C també és correcta.

Perar,sit,siguin m,, mg i m, els pendentsi n,, n; i n, les ordenades a I'o- Y|
rigen. § r
t
A m=2m=-2ym, =0 C. m=1yn =2 g
I
1 1
B. mr:E‘ms:_lymIZO D. erEyanZ 0 1 X

1 . .
m =2, m = -1, m =0yn, =ng =n, =2, per tant, les respostes correctes sén B i D.

Tria la relaci6é correcta entre les dues afirmacions donades

6.

Es considera el feix de rectes 2x —y +A(x+y —3)=0 de vertex el punt (1, 2) i es consideren les afirma-
cions:

1. L’equacio6 de la recta r s’obté en substituir algun valor real de A a I’expressio del feix.

2. Larectar passa pel punt (1, 2).
A 12 C. 2=>1perol1=2
B. 1=>2 perd 2 =1 D. Cap de les anteriors.

L’equacio del feix representa totes les rectes que passen per (1, 2) excepte la recta x+y -3 =0, per tant, la rela-
ci6 correcta és la B.

Assenyala la dada necessaria per respondre

7.

181

Per calcular I'’equacié d’una unica recta s paral-lela a larecta r i que disti d’aquesta k u es donen les dades
seguents:

1. L’equacié general der és 3x -4y +3=0.
2. k=3u

3. L’ordenada a l’'origen de r és més gran que la de s.

A. Ladada 1 ésinnecessaria. C. Ladada 2 és innecessaria.

B. La dada 2 és innecessaria. D. Cap dada no és innecessaria.

Obviament necessitem les dades 1 i 2, perd amb aquestes dades només podem trobar dues rectes paral-leles a r
que distin d’'aquesta k u, una a cada costat de r. Perqué hi hagi una Unica solucié també necessitem la dada 3, per
tant, la resposta correcta és la D.
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