LIMITS DE_FUNCIONS.
CONTINUITAT
| BRANQUES INFINITES
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REFLEXIONA | RESOL

Aproximacions successives

m Comprova que:
S@ =6,5; f(4,9 = 6,95; f(4,99) = 6,995
B Calcula f(4,999); f(4,9999); f(4,99999); ...

m A la vista dels resultats anteriors, et sembla raonable afirmar que, quan x
s’aproxima a 5, el valor de [f(x) s’aproxima a 7? Ho expressem aixi:

lim f(x)=7
x—=5
. _x?+4x—45 _
Si f(x0) 10 entonces:
S(4,999) = 6,9995; f(4,9999) = 6,99995; f(4,99999) = 6,999995
lim fx) =7

x—5

2 —
B Calcula, analogament, lim w
x—=3 2x — 6

S(2)=55; f(2,9) =595 f(2,99) =5995; f(2,999) = 5,9995; [(2,9999) = 599995
lim f() =6

x—3
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1. Cadascuna de les funcions segiients t€ un o més punts on no és continua. Indica
quins s6n aquests punts i quin tipus de discontinuitat presenta:

_Xt2 - x?-3x _x2-3 _[3sixz4
Dy x-3 Dy x 9y x Dy {1 si x=4

a) Rama infinita en x = 3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x = 0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 4.
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2. Explica per queé son continues les funcions segiients i determina l'interval en
que estan definides:

a)y=x%2-5 b)y=V5-x
_J3x—4, x<3 X, 0<x<2
C)y_{xu, x>3 Dy {2,2Sx<5

a) Esta definida y es continua en todo IR.
b) Esta definida y es continua en (—eo, 5].

Las funciones dadas mediante una expresion analitica sencilla (Ias que conocemos)
son continuas donde estan definidas.

©) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo R. El Gnico punto en
que se duda es el 3: las dos ramas toman el mismo valor para x = 3:

3:3-4=9-4=5 3+2=5

Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también conti-
nua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es con-
tinua en el intervalo en el que estd definida: [0, 5).
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1. Calcula el valor dels limits segiients:

a) lim 3 b) lim (cos x—1)
x—>0X—2 x>0

2) — 2

a) > b) 0

2. Calcula aquests limits:
a) lim Vx%?-3x+5 b) lim log,,x

x—2 x — 0,1

3 b) -1
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3. Calcula k per tal que la funcié y = f(x) siga continua en IR:

_Jx3-2x+k, x#3
S {7, x=3
lim (x3-2x+k) =21+k
x—3 21+ k=7 —> k=-14
f3 =7
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4. Calcula els limits de les funcions segiients en els punts que s’indiquen. Alla on
calga, especifica el valor del limit a ’esquerra i a la dreta del punt. Represen-
ta’n graficament els resultats:

_al _4x—12
a)f(x)-x2_4 en-2,0y 2 b)f(x)-m en2,0y3
o x?-_2x+1 o xt
C).f(x)—m enly-3 d)f(x)_xs+—3x2 en0y-3
o ox : :
A e Yo A i\
lim  [f(x) = —eo
X — -2 ' '
No existe  [im [(x). | '
lim f(x) = +o0 x— -2 -2 213
x— 2" ! i
1 =0 i
Jim SO \ \
lim  [(x) = —co
x— 2
No existe lim [(x).
lim  f(x) = +oo x—>2
x— 2
_4x-3) .
b) = =2 .
S0 Y i
lim [(x) = —eo
X =2 !
lim f(x) = -3 23
x—0 '
lim @) =0 |
Jm T S\

O fl) = — X = D

(x—-1 (x+3)

lim () =0 Ik
x—1 ;

lim f(x) = +oo
x—=>-3 |

No existe /lim [(x). 5_3 .

lim f(x) = —eo X3

x = 3" '

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites




d - X
WAEY TR
lim f(x) =0
x—=0

lim  f(x) = —oo
x—=>-3

lim  f(x) = +oo
x — 3"
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1. Digues el limit quan

No existe

lim  f(x).

X = -3

x — +o de les funcions segiients donades pels grafics:

Y=/
/
7/
lim  f;(x) = —oo lim  f,(0) =-3
X — +oo X — too
lim  f3(x) = +eo lim  f;(x) no existe.
X — +oo X —> too
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1. Digues el valor del limit quan x — +o de les funcions segiients:

a) f(x) =-x2+3x+5

o) f(x) = x—3x4%

S =-1

a) —oo

do

b) f(x) = 5x3 + 7x
_ 1
d f(x) = 3x

x3-1
-5

) f(x) =

b) + oo
e 0

C) —oo

f) —co
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2, Com que lim (x3 = 200x2) = +o0, troba un valor de x per al qual siga
X = +oo

x3-200x2>1000000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800 000 000.

3. Com que lim 1

= 0, troba un valor de x per al qual siga:
x>+ x%2—10x

1

2

< 0,0001
x“—-10x

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,000001.
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4, Calcula Iim f(x) irepresenta’n les branques:
X — +oo

D)=L b= IfD=-—L  dDAx)=3x-5
3x X b'e

a) 0 b) 0
— | > — >
o0 d) +eo /
—t— S
5. Calcula lim f(x) irepresenta’n les branques:
X — +oo
_x3-1 _x%2-3 _ sl _1-x3
a) f(x) = = b) f(x) = 3 o) f(x) = 2 3 D f(x) = T3
a) —oo b) 0
S S
C) +oo o d)-1
__________ >
-1
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1. Troba les asimptotes verticals i situa la corba respecte d’elles:

x2+3x+11

ay=
Y x+1

2
byy= X 13%

x+1

x— -1

) lim fx) = —co | 5\

x = -1 es asintota vertical. ;
lim [(x) = +oeo -1,

x—-1* | \:

b)  lim f(x) = +eo | .
x— -1 ’E

= -1 es asintota vertical.
lim f(x)=—co

x—-1* | _

a)y = x2+2
x2-2x
x2+2
b)y=—>* "2
Y x2-2x+1
) lim f(x) = +oo | I :\
x— 0 . . |
x =0 es asintota vertical. ‘ :
lim [f(x) =—oo B
x— 0" ‘l \:
Iim f(x) = —oo |
x— 2
X = 2 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 2"
b) lim f(x) = +oo |
X — 1_j I:\
x =1 es asintota vertical. '
lim f(x) = +eo :
x =17 1:
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3. Troba les branques infinites, x — +o, d’aquestes funcions. Situa’n la corba res-
pecte de Pasimptota:

3
X x

ay-= b)y-=

YT v a2 TP
a) Iim fx)=0 — y=0 esasintota horizontal. =~

X = +oo
b y=x+ — y=x es asintota oblicua. ! /

1+ x? A
1

4. Troba les branques infinites, x — +o, d’aquestes funcions. Situa’n la corba
respecte de I'asimptota, si n’hi ha:
2
x“+ 2 3_242 4+
yy= 22 b)y - 2x3=3x2+7
xX°—2x X

a) lim [f(x)=1 — y=1 esasintota horizontal. ... P >~
X = +oo

b) grado de P — grado de Q> 2 /

lim f(x) = +e — rama parabdlica hacia arriba.
X —> +oo
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1. Troba lim f(x) irepresenta-hilabranca corresponent:
X —> —oo

S =-2x3+7x%-3

lim fx) = Iim 7x%=+c
X — —o0 X —> —oo
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2. Troba lim f(x) itraca-hiles branques corresponents:

X —>—co

a) f(x) = (x? + 3)/(—x3)

b) f(x) =—x3/(x% +3)

2
D lim 0= lim = lim =0 —
X — —oo X —> —o0 =X x——o0 X
)
b lim fx) = lim LZ= lim —x =+ \
X — —oo X — —oc0 X X — —oo —_—
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3. Troba les branques infinites, x — —o, d’aquestes funcions, i situa-hi la corba

respecte de les asimptotes:

1 X
ay-= b)y=
)y x2+1 )y 1+ x2
2 3
= dy=_X
Ay 1+ x2 )y 1+ x2

a) Iim f(x)=0 — y=0 esasintota horizontal. —

X —> —oo
b) By l_z’)nz . fx) =0 — y=0 esasintota horizontal. —

- T

o lim f(x)=1 — y=1 es asintota horizontal.

X —> —oo
d) y=x+—2_ - y=x esasintota oblicua. :

1+ x?
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4. Troba les branques infinites, quan x — —oo, i si tenen asimptotes, situa-hi la
corba respecte a elles:

4 2
d X<+ 2
ay-= b)y-=

Y= z:1 Y= E o

2 3_ 2
o) y=X"*3x dyy= 2x>=3x
+1
a) grado P — grado Q = 2 \
lim f(x) = +ec — rama parabdlica.

X —> —o0
b) lim f(x)=1 — y=1 es asintota horizontal. <A

X — —oo0
Q) y=x+2+ x_+ T T y=x+2 esasintota oblicua. 2}\

47

D lm f) = hm (2x%—3x) = +oo N ‘

X —> —o0 X — —o0
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS

PER A PRACTICAR

Discontinuitats i continuitat

1 |a) Quin dels grafics segiients correspon a una funcié continua?

b) Assenyala, en cadascuna de les altres cinc, la raé de la discontinuitat.

a) b) 9]
\ : ~ 7
]/ = d
T2 2 2 2
[ o [ \l/
I Wl
d) e) f) P,
. . pd
o} / o} Li ;/
- 4 L2 £ 4

a) Solo la a).

b)b) Rama infinita en x =1 (asintota vertical).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).
d) Salto en x = 2.

e) Punto desplazado en x = 1; f(1) =4; [im f(x) = 2.
x—1

f) No esta definida en x = 2.

2 |Troba els punts de discontinuitats, si n’hi ha, de les funcions segiients:

Ay=x2+x-06 by=—X _
y y (x—2)
x—-1 1
oy=>X=1 Hy=-— L
2V g )y x2+2x+3
2 1
Qy=-—2 fy-
7 5x— x? Y a2
a) Continua. b) 2
9) —% d) Continua.
e)0y5 f) Continua.
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Comprova si les funcions segiients son continuesen x=0 ien x=-2:

1
a)y=T b)y=x2x4
x _

Ay=Vx2-4 dDy=V7-2x

a) No es continuanien x=0 nien x=-2.
b) Si es continua en x =0, noen x=-2.
¢) No es continua en x =0, sien x=-2.

d) Continuaen x=0 yen x=-2.

Indica per a quins valors de R so6n continues les funcions segiients:

a)y=5—% b)y=Vx-3
dy=\-3x

C)y= NS5 — 2x ﬂy:xz_x

Ay=

®|=

a) R b) 3, +e0) o R - {0}

5
d) (s, 0] &) [—es, 3] DR

Comprova que els grafics d’aquestes funcions corresponen a 'expressio ana-
litica donada i digues si s6n continues o discontinues en x = 1.

Do

1-x2 si x=<1
x—1 six>1 5

a) f(x) = {

x+2 si x<l1 2
3 si x>1

b) f(x) = {

0o
™~

x2 si x=1 \

o) f(x) = {

-1 six=1

a) Continua.
b) Discontinua.

¢) Discontinua.

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites 1




2_16i x<
6 | Comprovasila funcié f(x) = xm-1 sf x<0 és continuaen x = 0.
x—1 si x>0

@ Recorda que per tal que f siga continua en x = 0, s’ha de verificar que:

lim f(x) = f(0)

lim fQo= lim fo= lim f(x)=-1=f(0)
x— 0" x—=0

x—=0

Es continua en x = 0.

7 |Comprova si les funcions segiients s6n continues en els punts que s’indi-
quen:

a) f(x) = {(3—x)/2 st a<-l o x=21

2x + 4 si x>-1

2—x%2 six<2
b) () = {(x/Z)—S si x>2 en x =2

c)f(x)={3x si x<1 en x=1

x+3 six>1
a) No, pues no existe f(-1).

b) lim f(x) = lim f(x) =f(2)=-2. Sies continua en x = 2.

x— 2" x—2"

o lim fx)=3# lim f(x)=4. Noescontinuaen x= 1.
x— 1" x— 1"
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Visio grafica del limit

8 £ D) rars \l
NAS /H 73% /I
T L
2
EECEEN [
|

Aquests son, respectivament, els grafics de les funcions:

VAGE v fy(a) = —

x+ 2

1
(x +2)?

Quin és el limit de cadascuna d’aquestes funcions quan x — —2?

@ Observa la funcio quan x — -2 per Uesquerra i per la dreta.
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lim _f,(x) = +oo ]
x—= -2
lim  f,(x) = +o0
fim [0 = vee |
x — =2

lim _f,(x) = +oo |

X — -2
No existe lim [,(x).
lim  fy(x) = —oo x—-2?
x— 2

Sobre el grafic de la funcié f(x), troba:

a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— -3 x — -3 x—0
e) lim f(x) ) lim f(x) g lim f(x)
x—2 x— 2 X — +oo
| y
] pid
pd PN
T A
-3
[
|
a) +oo b) —eo C) 2
e 0 £)3 Q) +oo

Limit en un punt

Calcula els limits segiients:

a) lim 5—ﬁ) b) lim (x3-x)
x—0 2 x—> -1

o Iim 1=X% d tim 2%

e) lim 10+ x— x?2 f) lim log,x
x— -2 x4

g) lim cos x h) lim e*
x—0 x—2

a5 b) 0 c) -2

e) 2 )2 21
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d) lim f(x)

x = —oco

h) lim f(x)
x — -2

do

h 0

d 2

h) e?

13



2 D ox <
11 |Donada la funcié f(x) = 7+ 1si xa<0 , troba:
x+1 si x>0

a) lim f(x) b) lim f(x) o) lim f(x)
x— -2 x—3 x—>0
@ Per tal que existisca limit en el punt de ruptura, w’ban de ser iguals els limits la-
terals.
a) 5
b) 4
o lim fo= lim f)= lim flx) =1
x— 0" x— 0" x—0

12 | Calcula els limits segiients:

2

a) lim — 3% b) lim 2%-t+3x
x>0 x2-2x x—=0 X
3 _ 2 2 _
h—0 b b—>o 4b

@ Trau factor comi i simplifica cada fraccio.

a) lim 4—x=_2 b) lim w=3
x>0 X(x=2) x—0 X
_ h2(3h —2) _ bbb -=7) 7
o I R ) d 1/ =L =_Z
Py h hoso  4h 4
13 |Resol els limits segiients:
2 3
a) tim X-=1 b) tim X1
x—>1 x—1 x—>-1 x2+x
2
o) lim X*2 d) lim X" =X=2
x—>-2 x2-4 x—>2 Xx-=2
e) lim _x*3 ) lim 1
x—>-3 x2+4x+3 x—>1 x°-1
o (x+ D=1
i XEDN =D
@ xlinl x-1
3 2
b im Lo gy K DO—xr D 3
x—>-1 X°+X x—o-1 x(x+1) -1
_ (x +2) _ 1 o (x+ D (x=2) _
LI C S ¥ ) O P ) )
_ (x+3) 1 . 2+ D=1
e f Gr+ D" =D _,
O hm Y D 2 L

14 Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites




14

15

_
UNITAT m

x2

Calcula el limit de la funcié f(x) = — - en x= 3, x=01i x=-1.
x4+ x

lim f(x) = % lim f(x) =0
x—3 x—0

lim  f(x) = +oo lim  f(x) = —oo
x— -1 x— -1*

Limit quan x - +~ 0 X —> =«
Calcula els limits segiients i representa la informacié que hi obtingues:

a) lim (7+x-x3)

X — too
b) lim x2—10x—32
X — +oo 5

4
o tim |-* +2%X_17
X — +oo 3 2

d) lim (7 - x)?

X —> +oo

@ Dona a x “valors grans” i trau-ne conclusions.

16 |Calcula el limit de les funcions de I’exercici anterior quan x — —co i repre-
senta la informacio que hi obtingues.
Resolucion de los ejercicios 15 y 16: —
A lim (J+x—-x3=-00; [lim (7+x-x3=+0c0 _t
X —> +oo X = —c -~
“~ —-—
2_ _
by m XIZ32 —
X —> oo 5
4
O lim |+ X _17)=—e S —
x> %o\ 3 2 e —~
. —-—
D lim (7 -2 = +eo -
X = £oo
Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites 15
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17

18

Comprova, donant valors grans a x, que les funcions segiients tendixen a 0

quan x — +oo,

_ 1
) S(x) x2-10
-7
) f(x) = —
=72
a) Iim f(x)=0
X — +oo

o lim fx)=0

X = +eo

100
b =
V)= 2
2
d -
/) 10x2 - x3
N b) lim f(x) =0 N
— X — too -1
I d lim fo) =0 1
-7 X — +oo -7

Calcula el limit quan x — +o iquan x — —c de cadascuna de les funcions
segiients. Representa els resultats que hi obtingues.

a) f(x) = x3-10x
b) f(x) = Vx2-4

3—x
2

o) f(x) =

& fx) = =2

Cuando x — +oo:

a) lim f(x)=+oo
X = +oo

o lim f(x) =—co

X = +oo

Cuando x — —oo:

a) lim [f(x) =—oo

X —> —oo

o lim f(x) = +eo

X —> —oo

~ >

I b) lim f(x) = +eo -

X = +oo

I d lim f(x) = -0 N

X = +oo

b) lim [f(x) =+

X —> —oo

D lim f(x) = —eo

X —> —oo

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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19

20
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Calcula els limits segiients i representa les branques que hi obtingues:

a) lim 3
x>+ (x—1)2

c) lim —
x>+ x2-1

e) lim 2x—1
X — +oo x+2

g) lim 2-3x

X+ X*+3

Calcula el limit de totes les funcions de I’exercici anterior quan x — —oo.

Resolucion de los ejercicios 19 y 20:

2
b) lim =2%
x>+ 3—X

& tim — 1
x—+oo (2-x)3

2
£ mm X_*5
X+ 1—x

_ 3-2x
h) 1
)x—l>”1w 5-2x

Y|
a)  lim L=O; lim 3 - N
X = +oo (x — 1)? x> - (x—1)? '
o
: >~y
-4 =2 2 4
-2 E
41
p —2x2 p —2x2
b) 1 = +oo; li = _—oo
X =t 3—X X— -0 3—X /
Yo
o lim -1 =0; [lim -1 _p ol
X —> +oo xz—l X — —oo .X'Z—l o
4 2E E2 4 X
41
& lim ;3=0; lim ;3=o -
x— +eo (2 —=x) x— - (2-x) P
Y
_ _ 4
o m Bl m 2L <~
X +oo X+ 2 X XT2 o TTTTEIeon 21
. .
-4 =2 2 4
2
4

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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: =+
Xt 1l—X xSl 1-x \
N\
Y
4
2 3x 23y 2
g) 11 _—3; lim =3 X
X too XT3 X— - X*3 -4 =2 2 4
24 No
\_4
Y|
4 '
3 _ 2 3_2x 2q S
h)  lim =1, lim =1 R S R
x> e 5= 2X x> - 52X 4 -2 S a
-2 H
41

Resol els limits segiients:

P sz P 2
a) lim b) lim 1-(x-2)
x — +oo (x —1)? X = —oco
3
x— +oo (2 + 1)2 X —>—oco X
a)3 b) —eo o0 d) +eo

Calcula el limit quan x — +o iquan x — —o de les funcions segiients i re-
presenta les branques que hi obtingues:

a) f(x) = L b) f(x) = 10x — x3
X
_ _1-12x2
A f(x) = ] d) f(x) ar
W fim [ =0 lim  [2)=0 =T =
by lim [ lim () = + s
X) = —oco; X) = too
v e Bt N
e
l’ = +oo; l’ = _oco _
O S A e g
d lim [ =-4 Ilim [f(x)=-4 —__|. =~
X = +oo X — —oo —4

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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Asimptotes
23 |Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte a ca-
dascuna d’elles:
_ 2x _x—-1
ay= x—3 b) y xt3
2x +3 2
= d. = —
Dy 4—x )y 1-x
a) Asintotas: b) Asintotas:
x=3 y=2 x=-3; y=1
Y :\ ]: Y
2 S ~ 5
\ i _4._{ ______ o ]_ ____________
| : g
13 X -3 X
©) Asintotas: d) Asintotas:
X=4, y=-2 x=1 =0
Y }: Y /I
54 X -~ : X
P L 11 —
-2 P 5
24 |Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte
d’elles:
x?2 3
ay= b)y=
)y x2+ 4 )y x2+1
2x2-1 x4
| —— d - —
© Y x2 ) Y x—-1
a) Asintota: y =1 b) Asintota: y = 0
Y Y
______________ 1.
-~ g ~ S~
X X

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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25

©) Asintotas: x=0; y=2

d) Asintota: x =1

Y

Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte

d’elles:
_4x+1 _ 3 -1
@) = 5312 b).f() = 5 3% S = 1
1 3x —1
d) f(x) = e flx)=—2% f) f(x)=——L
g x2+9 d x2-1 d (x +2)?
’)A‘/ tots t w/l. —i __________ 2_____5_ ______ E’.
a) Asintota vertical: x == Pl
Asintota horizontal: y = 2
b) Asintota vertical: x = 2 \
AR SUN A
3 - |
Asintota horizontal: y = > )
©) Asintota vertical: x = 2
«~ !
Asintota horizontal: y = 0 2
d) Asintota vertical: y =0
No tiene mas asintotas. — —

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites



UNITAT |11
e) Asintota vertical: x =1, x=-1 ‘
| | ~
Asintota horizontal: y =0 -~ -1 ‘ 1
f) Asintota vertical: x = -2 , ‘
-~ —2;

Asintota horizontal: =0

26 |Cadascuna de les funcions segiients té una asimptotes obliqua. Troba-la i es-
tudia la posicio de la corba respecte d’ella:

a) f(x) = 3x2 b) f(x) = 3+x—a? O f(x) = 4x2-3
x+1 X 2x
_x2+x-2 _2x3-3 _ —2x2%+3
Dfx) = == 3 e) f(x) I 2 DS =— 5

3

x+ 1 /

Asintota oblicua: y =3x -3

2
D X 33+
x+1

52 o
by 2XX=X7 | g4 S A\
X X \1\
Asintota oblicua: y=-x+1 \1\

,
o Axi=3 5 3 4
2x 2x Y
Asintota oblicua: y = 2x S
2 .
d)x+x—2 —x+4+ 10 v
x-3 x=3 41

Asintota oblicua: y=x+4

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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27

28

22

3 _ _
X7 =3 5 4x=3
x2-2 x2-2

e)

Asintota oblicua: y = 2x

Asintota oblicua: y =-x—1 el

PER A RESOLDRE

Calcula els limits de les funcions segiients en els punts que n’anul-len el de-
nominador:

__3x . x-1
a) f(x) = ot 4 b) f(x) 2 ax
x2-2x 13— 2¢2
o) flx) = m df@® = T
Q) lim f(x) =+, lim  f(X) = —o0
x— -2 x — =2
|
b) flx) = T
lim f(x) =—co;  [im [(x)=+c; [im [(xX)=—o0; [im [f(x)=+oo
x— 0 x— 0" x— 2 x— 2"
_ x(x—2)
A TS
lim =2 =10t 0= vy im0 = e
x—2 4 20 xoso x — =2
2
& @) = =D ) = 22
I3 t—0

Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte de ca-
dascuna d’elles:

_(-x)? b)y= 2X—2 ) y= X+2
)y 2x +1 )y 2x -7 )y x2-1
2 3
d _ X _ h'd £ - 3x
)y xZ+x+1 )y x2—4 ) x+2
Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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O R {
B e _ 1 1 13 H e X
Asintotas: X=-os V=5 X 2 722/4/’6 ]
,/\:
b
gz T T
b) Asntotas: y = 2; x= L : X
2 2 6 4 -2 2 14 6
2 '
4 \
Yo
754 E\
ot
©) Asintotas: y=0; x =1 . ~. .
~-4 21112 4 6
=21
%
4
d) Asintotas: y =1 by o S e
S 42| 2 46
-2
—4
®wyl
1 A
A
4x ; L
=X+ — i 1
2 &+ @-2 L .
Asintotas: y=x; x=-2, x=2 -0 _2_2 2 + 0
Al
. Y ,
o/
1 1 /
f) Asintotas: x=-2; y=3x-06 3 2 -1 11 ’2 3 X
e
\; *31”/

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites




Troba les branques infinites d’aquestes funcions. Quan tinguen asimptotes,
situa’n la corba:

4 2
x*-1 (x+3) 1
= b)y=X*23) =
MY PV (12 N
-1 2x? x3
dy=X—-2 e)y-= fy=
)y 2x2+1 )y x+3 )y 2x-5
a)  lim [f(x) =+,  lim f(x) = +oo 1§ y
X — +oo X —> —o0
Asintota vertical: x =0
b) Asintota vertical: x = -1 f‘
- . i1 —
Asintota horizontal: y =1 =~ i
-1
¢) Asintotas verticales: x =3, x=-3 ‘ f
Asintota horizontal: y =0 — _3§ §3 —
. . 1 !
d) Asintota horizontal: y = > S AR =
e) Asintota vertical: x = -3 1 VA
Asintota oblicua: y =2x -6 _4 4
»
A
) lim fx) =40y lim [f(x) = +oo

L S S|
5

Asintota vertical: x = >

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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x2-4

30 |Prova que la funcié f(x) = —
x

i una altra horitzontal.
@ Trobant lim f(x) veurds que no és .
x—2
lim fx)=2; lim [f(x)=-o0; [im [f(x)=+c; [lim [f(x)=1
x—2 x— 0 x— 0" X — £
Asintota vertical: x =0

Asintota horizontal: y =1

31 |Calcula els limits segiients i representa els resultats que hi obtingues:

UNITAT m

només té una asimptota vertical

x—o1- x-1 x—o1t x=1

2
. _ X“—3x+2
No existe [im 2;
x—>1 x“—2x+1

32 | Calcula els limits segiients i representa els resultats que hi obtingues:

2
_ xX“—-2x
a) lim ———
x>0 X3+ x

34 x2
b) lim —X_ X~
x—>-1x2+2x+1

4_
c) lim x"—1
x—>1 x-—1

2 _
d) lim _2x°—-8
x—>2 X2—4x+4

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites

2 N 2 _
a) lim X ~%=6 b) tim X-=3x*2
x—3 x2-3x x—>1 x2-2x+1
2y _ 3
D gl X=x=6 . =3 x+2) 5 5
x—3 x%-3x x—o3 xx-=3) 3 1
123
z_ (x-2)(x-1 _ I
by g Aom3x*2 g, oDOCD 0 xo2 |
x—o1 X2=2x+1 x—1 (x—1 g x—1 -
Calculamos los limites laterales: I
lim =2 = +o0,  [im X2 .

25
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33

2_ 2
a) lim Xz lim xx-2 lim

xo0 X3+x2 x50 X2+ D x50 xx+ D

Calculamos los limites laterales:

_ X —2 _ x—2
lim ———— =+c; [lim —————
x—oo X+ 1) x—oot x(x+ 1D

xX—2 '

3 x3+x2 x2x+ 1D x?
b lim ——————— = = =
x—-1 x2+2x+1 x—o5-1 (x+1D? x5 x+1 I
Calculamos los limites laterales: \
2 2
im X =—co;  [im X = toeo
xo-1" x+1 xo-1 x+1
iy
4 _ _ 3 2
O tim XL gy KD rxTrxrD _y
x—>1 X— x—1 x—1 N
) 2228 . 2(x=2(x+2) . 20x+2) A
d lim ————=lim 5 = lim ———— :
x—>2 X2—4dx+4 x—2 (x—-2) o x=2 !
N

Calculamos los limites laterales:

lim 2+, lim 2&+2) +oo0
x—>2 X—2 T2t X=2
Troba les asimptotes d’aquestes funcions:
__x3 I |
a)y—xz_1 b)y=x +;
2x%+5 x2+1
Ay=—F——"— dDy=-X "~
y x2—4x+5 Y (x2-1)2
ey=x+ f)y=x+1+2
5 x
a)y=x+ m b) Asintota vertical: x = 0

Asintotas verticales: x=-1, x=1
Asintota oblicua: y = x

¢) Asintota horizontal: y =2

e)x=5 y=x

Unitat 11.

d) Asintota horizontal: y =0

Asintotas verticales: x = 1

f) Asintota vertical: x =0

Asintota oblicua: y=x+1

Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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UNITAT m

Representa les funcions segiients i explica si son discontinues en algun
punt:

_J2x—-1 si x<3
DS {S—x si x>3
1 si x<0
b).fx) = {x2+ 1 si x>0
2 _ .
c)_f(x)={x 2 si x<2
X si x>2
a) Discontinua en x = 3. Y
4 /
5 /|
// X
///0 AN ~
/
b) Funcién continua. Y I
J
1/
1/
X
-4 - 4 o]
¢) Discontinua en x = 2. Y
o) /
i /| x
\ AR
-2

a) Calcula el limit de les funcions de I’exercici anterioren x=-3 i x=5.

a lim [ =-=7, lim fQ)=0; [lim fx)=-e; [lim [(x)=—oo

x—-3 X =5 X —> +oo X —> —o0

b) lim fo) =1, lim f(x) =26, lim [f(x)=+c; [im [f(x)=1

x—-3 x—=5 X —> +oo X —> —o0

o lim f) =7 lim f(x)=5  Ilim [fx)=+e; [im [f(x)=+e
x—=5

xX—= -3 X —> +oo X —> —o0

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites

b) Troba, per a cadascuna d’elles, el limit quan x — +c iquan x — —oo.

27
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37

38

28

Calcula els limits quan x — +c iquan x — —c de les funcions segiients:

a) f(x) =21 b) f(x) = 0,75
Af(x)=1+e" d) f(x)=1/e*
a) lim f(x)=+e; lim [f(x)=0

X = +oo X —> —oo

b lim fx)=0; lim [f(x)=+eo

X — +oo X — —o°

O lim fx) =+  Iim fx)=1

X — too X — —o°

D lim o fx) =0, lim [f(x)=+teo

X — too X —> —o°

Troba les branques infinites de les funcions exponencials segiients:
a)y=2%*3 b)y=15-1
Ay=2+e~* d)y=e>*

a) Iim f(x) =+o;  Iim [f(x)=0

X — too X — —o0

Asintota horizontal cuando x — —eo: =0

b) lim f(x)=+e;  lim  [f(x)=-1

X —> +oo X —> —oo0

Asintota horizontal cuando x — —eo: =1

O lim  f(x) =+  lim  f(x) =2

X = +oo X — —oo

Asintota horizontal cuando x — —eo: =2

d lim f)=0; lim [f(x) =+

X — +oo X —> —oo

Asintota horizontal cuando x — —eo: =0

Calcula, per a cada cas, el valor de & per tal que la funcié f(x) siga conti-
nua en tot R.

_Jx%2-4 six<3 _[6—(x/2) si x<2
a)'f(x)_{x+k si x>3 b)'f(x)_{x2+kx six>2
2 .
c)f(x)={(x + x)/x Sf x#0
k si x=0

a) lim f(x)=5=/f(3)
X3 5=3+k > k=2
lim f(x)=3+k

x—3

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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b) lim f(x)=5
x =2
S=4+2k > k=1/2
lim f(x) =4+ 2k=f(2)
x =2
o) lim f(x)= lim x(x—+1)=1 - k=1
x—0 x—0
39 |Estudia la continuitat d’aquestes funcions:
_J2-x si x<1
a)f(x) = 1/x six21
—-x—-1 si -1=2x
b)f(x)=91-x2% si -1<x<1
x—1 si x21
1-x2% si x<0
o) f(x) =
)/() {2“1 si x>0
a) Iim [ = lim f(x)=f1) =1 — Continuaen x =1
x— 1" x— 1"
x#1 — Continua
Es continua en R.
b lim fx) = lim f(x)=f(-1)=0 — Continuaen x=1
x— -1 x— 1"
lim f(x) = lim f(x)=/f(1)=0 — Continuaen x=1
x— 1 x— 1
x#1 y x#-1 — Continua
Es continua en R.
o lim f(x)=1# lim f(x)=2 — Discontinua en x =0
x—0 x— 0*
Si x# 0, es continua.
40 |cCalcula a per tal que les funcions segiients siguen continues en x = 1:
Jx+1 six<1 2 -D/N(x-1) si x#1
a)f(x)_{4—ax2 si x>1 b)f(x)_{a si x=1
) lim f(x) =2=f(1)
ol 2=4-a > a=2
lim f(xX)=4-a
x— 1"
, o (x-D&x+D
b) lim f(x) = lim ———"——= =2
x—>1f x—1 (x—1 a=2
S =a
Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites 20




41

En una empresa es fan muntatges en cadena. El nombre de muntatges rea-
litzats per un treballador sense experiéncia depén dels dies d’entrena-
30t
+4

a) Quants muntatges realitza el primer dia? I el desé?

ment segons la funcié M(?) = (t en dies).

b) Representa la funcié sabent que el periode d’entrenament és d’un mes.

c) Que passaria amb el nombre de muntatges si ’entrenament féra molt més
llarg?

a) M(1) = 6 montajes el primer dia.

M(10) = 21,43 — 21 montajes el décimo dia.

b) 25 T

20 A

1511/

10

>

~

5 10 15 20 25 30

¢) Se aproxima a 30 (pues  [lim 30
1> 400 [+ 4

= 30).

Pagina 299

42

43

30

QUESTIONS TEORIQUES

Podem calcular el limit d’una funcié en un punt en queé la funcié no estiga
definida? Pot ser la funcié continua en aquest punt?

Si se puede calcular, pero no puede ser continua.

Pot tindre una funcié més de dues asimptotes verticals? I més de dues asimp-
totes horitzontals? Posa’n exemples.

1

Si. Por gjemplo, (o) =~ E 5y

tiene x=0, x=1y x=2 como asin-

totas verticales.

No puede tener mds de dos asintotas horizontales,
una hacia +eo y otra hacia —eo, por ejemplo:

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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UNITAT m

El denominador d’una funcié f(x) s’anul-laen x = a. Podem assegurar que
té una asimptota vertical en x = a? Posa’n exemples.

xZ + x

No. Por ejemplo, f(x) = 5 en x=0; puesto que:

lim [0 = fim XX D

x—0 x—0

Si lim f(x) =5, podem afirmar que f és continuaen x = 2?
x—2

No. Para que fuera continua deberia ser, ademas, f(2) = 5.

Representa una funcié que verifique aquestes condicions. Es discontinua en
algun punt?

lim f(x)=2 lim f(x)=0 lim f(x)=+oo lim f(x)=—co

X — —oco X — +oo x— 1" x—1*

Es discontinua en x = 1.

K

4 -2 2 X
-2 ;
i
PER A APROFUNDIR-HI
47 | Calcula els limits segiients:
+
) tm A b m X1
X — +oo x—-2 X — +oo X
N —
o) lim Nx“+1 d) lim 3x-1
X —> —co X x>+ Vx2+4
+
a) lim ‘\,x 3=Zz’m ‘\,£= im N1 =41 =1
X = +oo X=2 x5+t X x> +eo
b)) lim X1 m £= lim = -0
X — teo X x— o0 X — +oo N X
Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites 31
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50

32

2 2
x°+1 p Va2 im XL

o lim ——= Ilim =
X —> —oo X x— -0 X x— -0 X
d lim a1 lim = lim 5x_ 3

3x
x>+ VX2 + 4 x—>+oo\/P X = +oo |X|

Troba un valor de x per al qual f(x) =

1 .
siga menor que 0,001.
3xa-5 8 q

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,00033.

Troba els limits segiients:

a) lim (\/;—x) b) lim (2%¥-x3)
X — +oo X —> too

o lim X d) lim (0,75%—x)
X >+ € X —> —oo

21) —00 b) + oo C) O d) + oo

Quina és l'asimptota vertical d’aquestes funcions logaritmiques? Troba’n el
limit quan x — +oo:

a)y =log,(x—3) b)y=mn(x+2)
a) Asintota vertical: x = 3

lim  f(x) = +oo
X — +oo

b) Asintota vertical: x = =2

lim  f(x) = +oo

X = +oo

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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Pagina 299

AUTOAVALUACIO

1.

oo |2

2x -5, x<

5 en els punts d’abscisses 0, 3 i 5.
X“—x-7, x>3

Calcula el limit de f(x) = {

Digues si la funcio és continua en aquests punts.
2x —5, x<3
Pox-7, x>3

lim f(x)=2-0-5=-5

x—0

lim flx)=2-3-5=1

x— 3
lim [f(x) No tiene limite en x = 3.
x—>3f lim f(x)=3*-3-7=-1

x— 3"

lim fx)=5*-5-7=13
x—5

Es continua en x=0 yen x=5. No es continua en x =3, porque no tiene limi-
te en ese punto.

Troba els limits segiients:

a) lim 2x-1 b) lim c) lim
)x—>0 )x—>5 x+4 )x—>4(x—4)2

1 1 1
a) lim 2¥x-1=21=— b) lim ——

x—0 2 x—=>5Nx \/_ g

¢ lim Lz =+ (Si x > 4" osi x — 47, los valores de la funcién son posi-
x4 (=4 tivos).
| Y II by LY [ ]
/
\ / X X
N / |
[
[

Sobre el grafic d’aquestes dues funcions, troba, per a cada cas, els limits se-
glents

lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x)
x—2 X — +oo X — —oo

x—3

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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lim  [f(x) = +oo
x— 3
a) lim f(x) No tiene limite en x = 3.
x - 3f < lim  f(x) = —oo

x— 3"

lim f(x) =1

x—2

lim f(x) =0

X — +oo

lim f(x) = +oo

X —> —o0

b) lim f(x) =0

x—3

lim f(x) =3

x =27

lim f(x) . No tiene limite en x = 2.
x =2 Iim f(x) =1

x— 2"

lim  f(x) = —oo

X = +oo

lim fGx) =3

X —> —oo

2

4
4. Troba les asimptotes de la funcié f(x) = xz—xz.x- i estudia la posici6 de la cor-

ba respecte d’elles.

Simplificamos: . = - y=

e Asintota vertical: x = 2

4x

lim = _—oo
L x—o2-X—2
Posicion
_ 4
lim = +o0

x o2t X —2

4
e Asintota horizontal:  /im =4 y=4
X5 400 X — 2

. X = +°°$ Y > 4
Posicion
X — -0, y<4

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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5. Justifica quin valor ha de prendre a per tal que la funcié siga continua en R:

ax—-2 si x<1

J(x) = {

4x—-2a si x>1

ax—2 si x<1

S = {

4x—2a si x>1

La funcion es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque
ambos tramos son rectas.

Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse: flim f(x) = f(1)
x—1

S =a-2
Iim fx)=a-2
lim f(x0) o
x—>1 lim [f(x) =4 - 2a
x—1*

Para que exista el limite, debe ser:

a-2=4-2a — 3a=6 — a=2

x3-3x

2
6. Troba el limit de f(x)=m quan x - 3; x > 2; X > +oo; X —> —oo i

representa la informacié que hi obtingues.

lim —xa_sz .
x—o3 X2=5x+6 0
20 2
Simplificamos: r-d X
(x-2)x-3) x-2
3 _ 242 2
lim 296‘__3.%'6: lim 92 =9
x—3 X°—=5x+ x—>3 X—2
X3 — 3o x? Xh—>m2'f(X) T
e /im S = lim
xo2 XE=5x+0 x5 Xx—2 lim  f(x) = +oo0
x— 2"
x3 — 3x? x?
o lim —————= Ilim = too Y \
s doo XE = 53X+ 6y 4o X—2 9 ~ /
e [im X3—3x2 17 xz -

XX
s oo X2 =5X+ 06y _ee X —2

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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7. Representa una funcioé que complisca les condicions segiients:

lim f(x)=—oo lim f(x) = +oo lim f(x)=0 lim f(x)=2
x — =2

x —> =27 X —> +oo X —> —oo

2x3
8. Estudia les branques infinites de f(x) = xZL

T4 i situa’n la corba respecte de

l'asimptota.

No tiene asintotas verticales porque x? + 4 #0 para cualquier valor de x.

. . _ _ 2x3 , 2x3
No tiene asintotas horizontales porque  lim — =+4c0 y lim ——— =
X 4o X° + 4 X o X*+ 4

—00,

Tiene una asintota oblicua, porque el grado del numerador es una unidad mayor
que el del denominador.

2x3 x2+4
2x3-8x 2x

— 8x

200 8x
LI

Asintota oblicua: y = 2x

L X — +oo  curva < asintota
Posicion < .
X — —co  curva > asintota

Unitat 11. Limits de funcions. Continuitat i branques infinites
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