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Aplicacions de la derivada

APLICACIONS DE LA DERIVADA

1. RECTA TANGENT | NORMAL

2. DETERMINACIO DE PARAMETRES

3. CREIXEMENT | DECREIXEMENT

4. VELOCITAT | ACELERACIO - PUNTS SINGULARS

1. RECTA TANGENT I NORMAL

M

Trobeu [’equacio de la recta que passa per [’origen i és tangent a la

funcio y=f{x)enx=ai f(a) =3.

Sol:  y=3x

L&]

Donada la funcié y = x’+x°+2x-1. Trobeu les equacions de les rectes
tangents en: a)x =10 b)x=1 i c¢c)x=-1I.

RAONAMENT

c¢) Punt d’abscissa x = -1. Ordenada del punt de contacte y(-1) = -3
Punt de contacte A(-1, -3 ).

Pendent de la recta tangent en A: y'=3x"+2x+2, m=y’(-1)=3, m=3
Feix de rectes de pendent m =3: y=3x+n

La que passa pel punt A(-1,-3) compleix: -3 =3(-1) +n; => n=20
Equacio de la recta tangent y =3 x

Sol:
a) y=2x-1 b) y=7x-4 c) y=3x

&’H
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a ) Si la recta tangent a la funcio | b) Si en x=2 la recta tangent és
f(x)enx =1¢ésy=3x+2, calculeu | y=-x+35, calculeu f'(2).

1)

Sol:
a) f'(1)=3 b) f'(2)=-1

L&I

Trobeu la recta tangent a la parabola y = x° en el punt (0,0) i dibuixeu-
la

Sol: y=0

L&]

Trobeu I’equacié de les rectes tangents a la funcié y = x°/3 en els punts
d’abscissa:

a) x=0 b) x=1 c) x=2
RAONAMENT

c¢) Punt d’abscissa x = 2. Ordenada del punt de contacte y(2) = 4/3
Punt de contacte A(2, 4/3 ).

Pendent de la recta tangent en A: y’'=2x/3, m=y’(2)=4/3 , m=4/3
Feix de rectes de pendent m = 4/3: y =4x/3+n

La que passa pel punt A( 2, 4/3 ) compleix:4/3 =8/3+ n;, = n =-4/3
Equacio de la recta tangent y = 4x/3 -4/3

Sol:
a) y=0 b) y=2x/3-1/3 c) y=4x/3-4/3

L]‘F‘SI

Trobeu [l’equacio de les rectes tangents a la funcio y = x en els punts

2
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d’abscissa:

a) x=0 b) x=9

Sol:

a) x=0 b) y=-x/6 - 9/6

LLF7I

a) Calculeu I’angle (a) que forma la recta tangent a la funcio
y=2x"-3x+1 amb [’eix OX en el punt d’abscissa x=1. b) Digues si la
funcio en el punt x=1 es creixent o decreixent.

RAONAMENT

a) Punt de contacte A : si x=1 = y(1)=2-3+1=0 punt A(1,0)
Pendent de la recta tangenten A: m =y’(1)=4(1)-3=1 = m =1
ates que tg(a)=m = tg(a)=1 = (a)=45°

b) Ates que en el punt A, m =tg(a)=1> 0 positiva, la funcio creix

L&l

Trobeu els punts de la funcié y=x+x'+x en que la tangent és
paral-lela a la recta y=2x+35.
RAONAMENT
Cerquem un punt de contacte (a,b) tal que: y’(a)=2
Atés que y'(x)=3x"+2x+1, y'(a)=2 = 3d’+2a+1=2 =
B { a=-1 { b=-1
Ja-+2a-1=0 = =
a=1/3 b=13/27
A(-1-1)
Dues solucions 1 13

A=
2(3 27
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el

Trobeu els valors d’x per tal que: la tangent a la funcio f(x) formi un
angle de 45° amb [’eix horitzontal, en els casos segtients:

a) fix) =x"+x b) fix) = 2x’-5x ¢) fix) =3x"+7x-1
RAONAMENT
¢) si flx) =3x"+7x-1 =  f(x)=6x+7 per tot valor d x.
. m=6x+7
Ates que: = O6xt+7=1 = x=-1
m=1tg45°=1

Ordenada del punt de contacte: y(-1) =3(-1)°+7(-1)-1=-5 = y=-5
Punt de contacte A (-1, -5)

Sol:
a) x=0 b) x=3/2 c) x=-1

1.10

Trobeu els valors d’x per tal que: la tangent a la funcio f(x) sigui
paral-lela a [’eix horitzontal en els casos segiients:

a) fix) = x’-8 b) fix) =x-12 ¢) fix) = 3x+1
RAONAMENT
a) si flx) =x"—8x =  f'(x)=2x-8 per tot valor d’x.
. m=2x-38
Ates que: = 2x-8=0 = x=4
m=tg0°=0

Ordenada del punt de contacte: y(4)=(4)*-8(4)=-16 = y =-16
Punt de contacte A (4, -16)

Sol:
a) x=4 b) x=0 c) cap
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1.11

Calculeu [’angle que forma la recta tangent a la funcio f(x) en x=0 amb
[’eix horitzontal.

a) f{x)=x"+x b) fix)=x"-5 ¢) f(x)=x-3x
RAONAMENT

¢) f(x)=x-3x 1(x)=3x’-3 pertotvalordx = m=f(0)=-3

=-3
{m = tga=-3 = a=arctg(-3)=-71'56"
m=igo

Sol:
a) 45° b) 0° c) arc tg(-3)

1.12

Determina els punts de la corba y= de manera que la seva

x+1
tangent formi un angle de 45° amb [’eix horitzontal

Sol: x=0 x=-2

1.13 I

Calculeu la recta tangent a la funcio y = In x en el punt d’abscissa x=1.

Sol y=x

1.14 I

Calculeu la recta tangent a la funcio y = sinx-cosx en el punt
d’abscissa x = .

Sol: y=x
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1.15

Determina el punt de la funcié f(x)=x"-4x+3 en que la seva recta
tangent és paral-lela a [’eix d’abscisses.

RAONAMENT
si f{x) = x"—4x+3 =  f(x)=2x-4 per tot valor d x.
. m=2x—4
Ates que: = 2x-4=0 = x=2
m=tg0°=0

Ordenada del punt de contacte: y(2)=(2)°-4(2)+3=-1 = y =-1I
Punt de contacte A (2, -1)

1.16

Trobeu la recta tangent a la funcié f{x)=x"+x en el punt P=(1,0).

Sol: y=4x-4

1.17

Trobeu el pendent i [’equacio de la recta tangent a la funcio
f(x)=x’-x+2 en el punt x=1.

Sol: m=1  y=x+2

1.18

Trobeu [’equacié de la recta tangent a la funcié y=x’-4x+3 en els
punts, en que la parabola talla a [’eix horitzontal.

RAONAMENT

Calcul de I’abscissa dels punts de tall amb [’eix OX.
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x=1
x=3
Calcul dels punts de tall amb [’eix OX.
x=1 y=0 A(1,0)
= =
x=3 y=0 A,(3,0)

Pendent de les rectes tangents:

¥-4dx+3=0 = {

m =21)—-4=-2
y=mx+n m=y(x)=2x-4 =
m,=23)-4=2
. n,=0-(=2)1)=2
Terme independent n=y-mx =
n,=0-2(3)=-6
. y=-2x+2
Equacions de les rectes tangents —
y=2x—06
1.19

Trobeu el pendent de la recta tangent a la funcié y=x"-3x+2 en el punt
d’abscissa x=2.

Sol: m=1

1.20

Trobeu 1'equacié de la recta tangent a la funcié y=5x"-8x+1 en el punt
d’abscissa x=2.

Sol: y=12x-19

1.21

Trobeu [’equacio de la recta tangent a la funcio y=1/x en el punt

7
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d’abscissa x=2.

Sol: y=-x/4+1

1.22

Trobeu I’equacié de la recta tangent a la funcié y=x>-3x"+2x+1 en el
punt d’abscissa x=-1.

RAONAMENT

Punt d’abscissa x = -1. Ordenada del punt de contacte y(-1) = -5
Punt de contacte A(-1, -5).

Pendent de la recta tangent en A: y’=3x"-3x+2, m=y’(-1)=11, m=11
Feix de rectes de pendent m = 11: y = 1Ix+n

La que passa pel punt A( -1, -5 ) compleix:-5 =-11+n;, => n==6
Equacio de la recta tangent y = 11x+6

1.23

Trobeu I’equacié de la recta tangent a la funcié y=x"+2x-2 en els punts
en que l'ordenada és igual a l’abscissa.

Sol: y=4x-3 y=-2x-6

1.24

Trobeu [’equacio de la recta tangent a la funcio y =x/(1+x) a l’origen
de coordenades.

Sol: y=x

1.25

Trobeu els punts de la grdfica de la funcié y=x-3x’-9x+2 en que la

8
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tangent és paral-lela a ['eix OX .

Sol: x=-1 x=3

1.26

Trobeu els punts de la grafica de la funcié y=x’+7x+7 en que la
tangent és paral-lela a la recta y=3x.

RAONAMENT
si y=x"+7x+7 = y’'=2x+7 per tot valor d’x.
. m=2x+7
Ates que: 3 = 2x+7=3 = x=-2
m =

Ordenada del punt de contacte: y(-2)=(-2)°+7(-2)+7=-3 = y =-3
Punt de contacte A (-2, -3)

1.27

Donada la funcié f{x)=x+3x, trobeu els punts de la funcié en que la
seva tangent forma amb [’eix horitzontal un angle de 45°.

Sol:  (-1,-2)

1.28

Trobeu I’equacioé de la tangent i la normal a la corba : y=x"+2x-1 en el
punt d’abscissa x=1.

RAONAMENT

Punt de contacte: x =1 y(1)=I'+2-1-1=2 = A(1l,2)

a) Pendent i terme independent de la recta tangent:
y'=3x"+2  m=y’(1)=5 n=y-mx=2-5-1=-3
Equacio de la recta tangent y =5x-3
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b) Pendent i terme independent de la recta normal
m=-1y'(1)=-1/5 n=y—-mx=2-(-1/5)1=11/5
Equacio de la recta normal  y=-x/5+11/5

1.29

Determineu les equacions de les rectes tangent i normal a les segiients
funcions en els seus punts d’inflexio.

a) y=2x"+3x"-x+1 b) y=-x"+3x"-2x

Sol:

a) y=-5x/2+3/4 y=2x/5+11/5 b) y=x-1 y=-x+1
1.30

Trobeu l’equacio de la recta tangent a la funcio y=f(x) en els punts
indicats:

a)y=x" en x=I b)y=1/x en x=0
Sol:
a)y'(l)=2 = y=2x-1 b)y'(0)=+x = x=0
1.31

Equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio y = In (x+1) en el
punt d’abscissa x=0.

Sol: y=x

10
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1.32

Equacio de la recta tangent a la funcio y = arctg x en el punt
d’abscissa x=1.
RAONAMENT

Punt de contacte: x=1 = y=arctg(l)= % punt A( 1, %)

Pendent i terme independent de la recta tangent:
o ! = m= r _1 n=y—mx=
s I+ 2 Y

Equacio’ de la recta tangent:

W5 e =i

1
2

NGRS

<
I

2

1.33

Equacio de la recta tangent a la funcio y = sin2x en el punt
d’abscissa x=m/4.

Sol: y=I

1.34

Donada la funcio y=(x—1)/(x + 1), trobeu [’equacio de les seves
tangents paral-leles a la recta: x-2y+1=0.

Sol: x-2y-1=0 x-3y+7=0

1.35

Equacio de la recta tangent a la funcio y = e que és paral-lela a la
recta y=x+3.

11
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1.36

Equacio de les rectes que formen un angle de 45° amb [’eix horitzontal i
X

x+1

son tangents a la corba y =

RAONAMENT
Pendent de la recta tangent per tot valor de [’abscissa x:
(x+1)-x 1
(x+1)  (x+1)
la recta cercada té per pendent m =1tg45°=1 =
m= 5 { x=0
m= =
(x+1) x=-2
x=0 y=0 A(0,0)
= =
x=-2 A, (-2,2)
Equacions de les rectes tangents:
4(00) y=I(x-0)+0=x y=X
i m=1 = =
A,(-2,2) yv=I(x+2)+2=x+4 y=x+4

m=y'=

Punts de contacte: {
y=2

1.37

Trobeu els punts de la funcio : y = In x on la tangent és paral-lela a la
recta 4x-2y+1=0.

Sol: x=1/2

1.38

12
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Donades les funcions: y=~/3x-2 i y =3x-4 trobeu els seus punts

de tall P i P’ aixi com les pendents de les seves tangents en aquests
punts.

Sol: P(l1,-1), m;=3, m,=3,; P'(2,2), m;=3/2, m,=3

1.39

Trobeu el pendent de la recta tangent a la corba y=x"+3x-1 en el punt
d’abscissa x=-1.

Sol: m=1

1.40

Donada la funcio f(x)= 1/x trobeu els punts en que la seva tangent té
per pendent -1/4. i doneu [’equacio de la recta tangent.

RAONAMENT
Pendent de la recta tangent per tot valor de l’abscissa x:

;=1
m=Yy :—2
la recta cercada té per pendent m=-1/4 =
-1
m=-r x=2
4=
m = x=-2
xZ
1 1
Punts de contacte: P = ;= ]
X=- — —
=— A(-2,—
y=- (=27)

13
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Equacions de les rectes tangents:

1.41

Equacio de la recta tangent a la corba y =In (x+1) en x=0

Sol: y=x

1.42

Equacié de les tangents a la funcié y=x"-3x" que sén paral-leles a la
recta  9x-y+3=0.

Sol: y=9x y=9x+5

1.43

Equacié de les tangents a la funcié y= x’+ x - 2 en els punts de tall
amb [’eix horitzontal.

Sol: y=3x-3 ; y=-3x-6

1.44

Trobeu els punts de la funcio y = In x en que la tangent és paral-lela a
la bisectriu del primer quadrant i [’equacio de la tangent i normal en
aquests punts.

RAONAMENT
La bisectriu del primer quadrant té per equacio y = x i per pendent

14
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m = 1. Funcio derivada y'= i
X

m =

=>x=1, y(l)=Lnl=0

Determinacio dels punts de contacte:{m _

=~~~

A(1,0)

Equacio de la tangent

m=1
= y-0=1(x-1 = y=x-1
{A(J,O) g (=t r

Equacio de la normat

m=-—1
= y-0=-1(x—-1) = y=-x+1
{A(I,O) Y ( ) Y

1.45

Equacio de les tangents a la funcio y= %] que son paral-leles a la
X

recta y=4x-2.

Sol: y=4x+1 y=4x+9

1.46

Trobeu un valor d’x on les tangents a les funcions y=x"-x+3 i y=x'-x"

son paral-leles . Doneu les seves equacions.

Sol:
a) x=1 ; y=x+2, y=x b)x=1/3, y=-x/3+26/9, y=-x/3+1/27

15
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1.47

Trobeu els punts de la funcié y = x’-3x°+1, per tal que la seva recta
tangent sigui paral-lela a la recta y=9x+2.

Sol: x=-1 x=3

1.48

Trobeu la tangent i la normal a les corbes en els punts indicats:

a)y=(x+1) Nx-2 enx=3 b)y=4x-1 enx=0

)y = sin(x) —Zcos(x) enx=2" d)yze'é +Inx enx=1
sin X
RAONAMENT
d)yZe'é + Inx enx=1
Punt de contacte:
x=1 y()=e'+lni=1let0=1/e = P(1.1/e)
Funcio derivada
Y A=
y = —Ze" + —
X X
Equacio de la recta tangent
m=y'(1)= (/17e'+ (/) =1+lfe=(e+ e i P(I.l/k)
e+ 1 (x— ])+£
e e

Equacio de la recta normal
m=-1/y’(l)=-e/fetl) i P(1.1/ke)

y:

yz_—e(x—])+£
e+1 e
Sol:
a) tangent y=3x-J normal x +3y—15=10
b) tangent y=x/3 -1 normal y=-3x-—1

16
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c) tangent y=22x - w\2/2 normal  y=-x/22 +1/82
d) tangent y=1+e x -1 normal y=—5" x + 1+ 21
l+e e te

1.49

Trobeu un punt de l’interval (0,5) on la tangent a la corba y = arctg(2x)
¢s paral-lela a la recta 2x - 37y = 6.

S
~

x=3

1.50

Digues en quins punts de la corba y = x’-x’-2x, la recta tangent forma un
angle de 135° amb la part positiva de [’eix d’abscisses.

g
~

x=-1/3 , x=1

1.51

Trobeu els punts de la funcié y = 2x°-3x°+12x, en que la seva tangent és
parallela a la recta y=24x-10.

3
~

(<1,-17) i (2,28)

1.52

Calculeu I’equacié de la recta tangent a la corba y=x-3x"+2 en el seu
punt d’inflexio.

RAONAMENT

Calcul del punt d’inflexio:

y’'=6x-6=0 = x=1 = yl)=0 = P(1,0)

Pendent de la recta tangent en x=1

17
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y'=3x"-6x m=y’()=3(1)"-6(1) = -3
Equacio de la recta tangent:
m=-3 i1 Pl0 = y=3(x-1)+0 = y=-3x+3

2. DETERMINACIO DE PARAMETRES

2

3

x ta

Calcula el valor d’a per tal que; f’(2) =2 i [ (x)=

X

Sol: a=-4

L&l

: , xX-a
Determineu el valor d’a per tal que la tangent a la corba y =

en
xX+ta

el punt d’abscissa x=0 tingui el pendent igual a 2.

<

a=1

2.3

x+1

Trobeu el valor de k per tal que la tangent a la corba y= en el

2

X
punt x=1 sigui perpendicular a la recta y=kx .
RAONAMENT
_x =2x(x+1)

)

m=y’(l)=-3 i m=-I1/k = k=1/3

~<

N
N
=

Equacié de la parabola y= ax’+bx+c que passa pel punt (1,-1) i, que

18
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la recta tangent en el punt (0,-3) té per pendent 0.

Sol: y=2x"-3

E

Trobeu I'equacié de la pardbola y = ax’+bx+c que té per tangent
y=4x+1 en el punt A(1,2) i passa pel punt B(0,1).

Sol: y=3x"-2x+1

{

Trobeu [’equacio particular de la familia de funcions f(x) =
X +ax’+bx+c que passa pel punt (0,3) i té tangent horitzontal en els
punts d’abscissaen x=-2 i x=2.

y=x"-12x+3

<

2.7

Trobeu el valor de k, per tal que la funcié f(x) =x" —kx, tingui en x=2,
una recta tangent que formi un angle de 45° amb [’eix d’abscisses .
RAONAMENT

Punt de contacte x=2, f(2)=4-2k = P(2,4-2k)

Funcio derivada f(x)=2x-k

m=1tg45°=1
Valor del pendent = k=3
m=f'(2)=4—-k

ig

Trobeu el valor d’a per tal que la funcié y=ax’+2x+3 tingui en x=1 una
recta tangent que formi un angle de 45° amb [’eix d’abscisses .

Sol: a=-1/2

19
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La corba y = ax’+bx+c passa pel punt P(1,5), i es tangent en el punt
(0,1) a la bisectriu del primer quadrant. Trobeu [’equacio de la corba.

S

y = 3x"+x+1

2.10

Trobeu el valor d’a per tal que la funcié y=x"-ax+2 tingui un minim en

Sol: a=2

Trobeu el valor dels parametres a, b, c i d per tal que; la funcio
fx)=ax’+bx’+cx+d tingui un maxim en el punt (0,1) i un minim en el

punt (1,2).
RAONAMENT
f)=ax’ +bx’+cx+d 7 (x)=3ax’+2bx+c 1 (x)=6ax+2b
per passar per  (0,1) 1=0+0+0+d d=1
per passar per  (1,2) 2=a+b+c+d atb+c=2
maxim en x=0  f(0)=0 0=0+0+c c=0
minim en x=1 1(1)=0 0=3a+2b+c 3a+2b=0
d=1 (a=-2
a+b+c=2 b=3 PR
=3 = =  f(x)=-2x"+3x"+1
c=0 c=0
| 3a+2b=0 L d=1

20
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2.12

Trobeu els valors dels parametres; b, c i d per tal que la funcio
fx)=x+bx’+ex+d tingui un extrem en el punt (2,0) i un punt d’inflexié
en el punt d’abscissa x=1.

RAONAMENT

fx)=x+bx’+cx+d  f(x)=3+2bx+c  f(x)=6x+2b

per passar per (2,0) 2=0+0+0+d d=2
extremen (2,0)  f(2)=0 0=12+4b+c  4b+c=-12
punt d’inflexio en x=1  f’(1)=0 0=6+2b b=-3
d=2
= 4b+c=-12 = flx)=x"-3x"+2
b=-3
2.13

Trobeu el valor de k per tal que la funcié f{x) = x° - kx’ + 3, tingui en x=1
com a recta tangent: y=-x+3.
Sol: k=2

2.14

Determineu la funcié y = ax’+bx+c que passa pel punt P(1,8), i té un
minim en x=(0,5).
Sol: y=3x+5

2.15
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Trobeu els valors dels parametres a, b, c i d per tal que la funcio
f(x)=ax’+bx’+cx+d tingui un maxim en el punt (0,1) i un minim en el
punt (1,2).

Sol:  flx)=-2x"+3x"+1

2.16

Trobeu els valors dels parametres b, c i d per tal que la funcio
y=x"+bx’+cx+d tingui un extrem relatiu en el punt (2,0) i un punt
d’inflexio en x=1.

RAONAMENT

y=x+bx’+cx+d y’ =3 +2bx+c  y’’ = 6x+2b

per passar pel punt (2,0 ) 8+4b+2c+d =0

extrem relativen el punt (2, 0) y’(2)=0 12+4b+c=0

punt d’inflexio en x = 1 v"(1)=0 6+2b=0
8+4b+2c+d =0 b=-3

=3 124+4b+c=0 ={c=0 = y=x-3x"+4

6+2b=0 d=4

3. CREIXEMENT | DECREIXEMENT

L@

Estudieu el creixement o decreixement de la funcié f{x) =x’-3x en els
punts d’abscissa x=0 i x=2.

Sol: x=0 m=-3 (decreixent), x=2 m=I creixent

L&l

Estudieu el creixement i decreixement de la funcié f{x)=2x-3x".
RAONAMENT
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i

1(x)=6x-6x f(x)=0 = {x =
x=1

((~0,0) >0 creix

x=0 f'=0
1 (0) f'<0 decreix
x=1 f'=0

| L) >0 creix
Creixenten (-»,0)u(l,+ ©) , decreixenten (0,1)

g

Estudieu el creixement i decreixement de les funcions:

a) b) ¢) d) e) /i

(x=1)2 x*-2 3% +5x-2 x'-3x"+3 X (x—1)

Sol:

a) b) ¢)

creixent en R decreixent en (-,0), decreixent en (-x,-5/6),
creixent en (0,+ ) creixent en (-5/6,+ )

d) e) /)

creixent (-©,0) U (2,+ ®©), creixent en R decreixent en (-,1),

decreixent (0,2) creixent en (1,+ )

4. VELOCITAT | ACELERACIO - PUNTS SINGULARS

H

Un moviment rectilini horitzontal té per equacié: x = 3t +2.

a) Calcula la velocitat mitjiana b) Calcula la velocitat instantania
entre t=2it=4s Si t=5s

RAONAMENT
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i

a) v=%=6t v(2)=12m/s v(4)=24m/s v,=(24+12)/2 = 18 m/s

b) v(5) =30m/s

@

L espai x (metres) en funcié del temps t (segons) té per equacié x=t +3t
a) Calculeu la velocitat als 3 b) Calculeu la velocitat alsl0

segons metres de recorregut.
RAONAMENT
a) =% = 2t+3 v(3) =9 m/s
P P t=2s
b) x=t+3t 10=t+3t = & = v(2)=7 m/s
=-S5

&I

Trobeu els punts singulars de la funcié: y=x'-3x"+2.

Sol: x=0 ; x=2

L&I

Trobeu els punts de les segiients funcions en que la derivada és zero

a)y =x+x+1 b)y =x-3x°
Sol:
a) x=-1/2 b) x=0, x=2
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G
ouoH _HOu

Trobeu el vértex de la pardabola y = x°+4x+3 cercant el maxim de la
funcio.
Sol: x=-2
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