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Vectors en el pla

\

En un sistema d’eixos cartesians, cada punt es descrin mitjancant unes coor-
denades: A(l, 4), B(6, 6).

La fletxa que va de A a B sanomena vector i es representa per AB. Es el
vector d'origen A 1 extrem B.

A5, 2) .+ B (8. 8)
i" |E

Al 4}

El modul d'un vector, AB, és la distancia de A a B. Es designa aixi: | ABI. Si
les coordenades de AB s6n (x, &), llavors |ABI = Va7 + ?;

La direecid d’un vector és la de la recta en la qual es troba i la de totes les
<  geves paralleles.
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Cada dirmej{i admet dos sentits oposats. Per exemple, PQ
i PR s6n vectors de sentits oposats.

Dos vectors s6n ignals quan tenen el mateix modul, lama-
teixa dirececid i el mateix sentit. Dos vectors iguals tenen
les mateixes coordenades.

El vector AR el podriem descriure aixi: des de A avancem 5 unitats en el sen-

Lit de les X 1 pugem 2 unitats en el sentit de les ¥. Aixo es pot dir de manera

més abreujada: Les coordenades de AR son (5, 2). O, encara millor, aixi:
AB = (5, 2). O, simplement, aixi: AB (5, 2). Les coordenades dun vector s'ob-
tenen restant les coordenades del seu origen a les del seu extrem:

B(6,6), A(1,4)  AB=(6,6)-(1,4) = (5, 2)




EKEHCICI RESOLT

All, 2), Bi4, 8), A2, =3), B'(5, 2). Comprova que els veclors AR i A'B' son
fgruials.

Representani-los observem que tenen el mateix modul, la mateixa direceid i el
mateix sentit. Perd també podem comprovar-ho mitjancant les seves coorde- Al

nades. / &

Coordenades de AB: (4, 8) - (1, 3) = (3, 5) — AB(3, 5) }__ _. /

Coordenades de AB" (5,2) - (2, -3) = (3,5) = AB'(3, 5) AB = AB i

ACTIVITATS

1 Representa els vectors AB i CD, si A(1, 1), 2 A(3,-1), B(4, ), C(0, 0). Troba les coordenades
B(-2,7), C(6, 0), D(3, 6) i obsarva que son del punt D perqué els vectors AB i CD siguin
iguals. Comprova que AB = CD trobant les se- iguals.

ves coordenades.




S

Operacions amb
vectors
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EFI'DIJI.ICTE D'UNVECTOR PER UN NOMBRE
El producte d'un nombre £ per un vector ¥ és un altre vector ko que ié:
* Modul: igual al producte del mdul de  pel valor absolut de &:
k&l = [kl |l
* Direccid: la mateixa que .

e Sentit: el mateix que el de ¥ o el del seu oposat, segons si k és positiu 0 ne-

gatiu.

T D,EV
2V
15V -
y T

El producte 04 és igual al veetor zero, 0. Es un vector I'origen i 'extrem del
qual coincideixen i, per tant, el seu modul és zero. No té direceid.
El vector -1 1 es designa per —# i s'anomena oposat de 4.

Les coordenades del vector k% s'obtenen multiplicant per k les coordena-
des de #. Les coordenades de 0 sén (0, 0). Les coordenades de — 4 son les
oposades de les coordenades de .

N\
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Els vectors també es designen
mitjangant una lletra mindscula
amb una fletxeta al damunt. Per
fer-ho se solen utilitzar les lletres
U, v, w i, si en calen més, X, y, Z.

COORDENADES
—

kt(kx, ky)
ufx, y—ui-—x —y)
G(0, 0)



E UMA DE VECTORS

Per sumar dos vectors, # i #, se se-
gueix el segiient procediment: se situa
# a continuacid de %, de manera que
I'origen de o coincideixi amb Pextrem
de %. La suma &% + ¢ és el vector 1'ori-
gen del qual és el de @ i Pextrem del

qual és el de 4.

Si col-loquem #% i ¥ amb un origen comi i completem un paral-lelogram, la
diagonal que té per origen el de # i © és el vector sumau + .

=

Les eoordenades del vector 4 + 4 s'obtenen sumant les coordenades de
amb les de ©. Per exemple:

L(x, y)

(T, -3), (4,5) > =it + B =(T+4,-3+5) = (11, 2) (X, y'}}” HU=KX. YY)

ACTIVITATS
1 a) Representa els vectors: U = AB, V = BC, si c) Hepresenta 3U, —2U | OV i troba les seves co-
A1, 3), B(4, 5), C(6, -2). Troba les seves co- ordenades.
ordenades. d) Troba les coordenades del vector 30 — 4V
b) Representa U + ¥ i troba les seves coorde- )
nades.
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PUNTS EN EL PLA

A\

« Alineacio de punts
¢ Punt mig d'un segment
« Punt simetric d'un punt respecte d'un altre
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Condicid per tal que tres punts
estiguin alineats :

Tres puntos P(py,p2), Q(41,d2) Y R(ry,ro)
estan alineados si:

PR =2APQ es a dir si les
components dels dos
(r,—pur,—p,)=A(q—p,d, —P,) vectors sén proporcionals
(h, =Py, =P,) = (%(a, —p,), 2 (a, —p,))
rl—plzk(ql—pl) } ’R P
r, =P, =1(d, —p,) AN
G =Py > =P _L-P,
ﬂ:k C\I\l_plx,\gz_l?z

q, - P, ) b p u P* 10



Punt mig d'un segment

Q
M
Si M(x,y) és el puntmig de dos P(py,p,) i
Q(d1,0y): P
|TQ _ 2PM Amb un
procediment
(ql_pl’qz _pz) — 2(ql—x,q2 _y) semblant

podremtrobar

divideixen un

ql_pl = Z(ql—X) Q1_p1 = ZQ1_2X } Le:lggﬁatttiseg%ies
qz_pzzz(qz_y) q2_p2=2q2_2y

segmenten

O +p ) partsiguals
2XZ2q1_q1+p1} X= 2 &
2y =20, -, +p, g, +p,
V=75

g, +P; 4, +P, M(x,y) és el punt mig de
I\/I — b} — 3
(x.¥) ( 2 2 j P(p1,p2) y Q(41,02):




Simetric d'un punt respecte d'un

altre y
Per trobar el simétric P’'(x,y) d’'un punt Q
P(p1,p2) respecte de Q(dy,9y): P

PP"=2PQ O també:
(X=ppy—p;)=2(9,-P,,q, —P,) Q és el puntomig de PP
[ X+P; YD,
X—p1:2(q1—p1) (99.) ( 2 2 )
y-p, =2(d, —p,) =
( 20, =X+p
_ . _ . _y_|_p 1 1
y:2q2_2p2+p2 y:2q2_p2
X:2ql_p1}
y:2q2_p2

Q(x,y) = (209, —p,,20, —p,)

—lil




SO EQUACIONS DE LA RECTA
~AN\

EQUACIO VECTORIAL

EQUACIONS PARAMETRIQUES

EQUACIO CONTINUA

EQUACIO GENERAL, IMPLICITA O

CARTESIANA

EQUACIO EXPLICITA
CONDICIO DE PARAL:-LELISME ENTRE RECTE%

~——__
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Equacions de la recta(l)

Per determinar una recta r necesitem:

E
v

 Un puntode la rectay una

direccion A

r
B
« Dos puntos de la recta

A

14




Equacié vectorial de la recta

r Sea A el punt de coordenades
A(aq,a,) I v un vector de

components (v4,V5)

Determinarem l'equacié d’'una recta r que
passa pel punt Ai té la direccion de v
(vector director de la recta)

Sea X(x,y) un punt qualsevol de la recta OX OA + AX
EQUACIO X a —+ 7\,V
VECTORIAL DE

LA RECTA

(X’ Y) = (av a, ) ™ 7‘(\/1’ Vs, )‘

Nota: Donant valors al parametre A s’obtenen els diferents punts de la recta 15



ECILIC(CiOHS de la rectar que passa pel

punt A(a;,a,) i té vector director v=(vy,v,)

Donada 'equacié vectorial de larectar; (X,Y) — (a1’a2)+ 7\‘(\/1’\/2)'

Multiplique m:

Sumem:

Ilgualem components:

Lo X a
X =a, + AV, } Aillem el Ty, X—a, Yy-—-a,
. , [ —
—a. + vV parametre | _a —
4 2 2 igualem: p =% V,
/\ V2 <
EQUACIONS PARAMETRIQUES - -
DE LA RECTA EQUACIO CONTINUA DE LA RECTA
Multiplicant i passant tot al primer membre de la igualtat: v,=a

V., X-v,y+va,-av, =0

Obtindrem: |@X+by+c =0

(xy)=(a,a,)+(Av,Av,)
(x,y)=(a, +Av,a, +Av,)

Si anomenem: -V, =D

va,-aVv,=c

EQUACIO GENERAL DE LARECTA 16




Equacions de la rectar que passa pel pun
A(2,-3) i té vector director v=(5,-1)

Equacio vectorial de la rectar:

Multiplique m:

Sumem:

Ilgualem components:

X =2+5A Aillem el
y = _3_2% !oarametre [
igualem:
/\
EQUACIONS PARAMETRIQUES
DE LARECTA

Multiplicant i passant tot al primer membre de la igualtat:
—X—-5y+2-15=0

X+9y+13=0

(xy)=(2-3)+1(5-1)
(%y)=(2-3)+(5%—1)
(%y)=(2+51,-3—-1)

\_X=2]
5 | X-2 y+3
=12 5 -1

EQUACIO CONTINUA DE LA RECTA

EQUACIO GENERAL DE LARECTA 17




Equacions de la recta r que passa pel
punt A(a;.a,) i vector director v= (vl,vz)

(x, ¥ (a,, a\)+x(z(/ Y

NGty
V\K/

xa) /yka,
Equacié continua : S
Vl V2 )

Equacio general, cartesiana o implicita :

Equacio vectorial :

Equacions parametriques

ax+hby+c=0

V, =a | -
Como _i/l _ b}v = (Vl,VZ) = (—b,a)

18




E xercici resoLr

Dina les equacions paramétriques de F;:l recta representada al marge.
Vector posicid: (3, 6); vector direceid: d(3, 2)

OX =P + td

(X, ¥) =(3,6) + 1(3,2) = (3 4 3, 6+ 21)

I i . :t: — ‘.j' + HE' .
L‘-:. . ac 1 D 'é‘lr -. e i} )
5 SUACIONS DelAlnelriques so1 {H -6+ 2 / _.uf..

Donant valors a  s'obtenen punts de la recta. Per exemple: -
t=2-3(3+3-2,6+2.2)=(9, 10)
t=-353+3.(-3),6+2-(-3))=(-6,0)

ACTIVITATS
3 Escriu les equacions paramétriques de la recta 4 Una recta passa per A2, 1) i B(5, —1).
donada per un vector posicio §(-2, 5) i un vector a) Podem dir queOA(2, 1) és un vector posici6?

direccié d(3, —1).

b) Es AB(3, -2) un vector direcci6?
Obtén cinc punts de la recta. ) (3,-2) i

Troba les seves equacions parametriques.

19




Exercicis ResoLTs

. . ] . . r=3+ 3
2. Passa a forma no paramétrica la recla d'equacions {H 649

T = 3 -I-Hir mulL per & 2:]: _ {-_:.. + Eh!:

Restant . . e & o
. malt. perd | " 2:]" o :Iy - _12 —3 3-1 = ]':H + 13 = ﬂ
H=6+2U ——3y=18+6!
EIEHCI[’:I RESOLT Una altra manera de ferho: Anomenem §
4. Posa en equacions poramétrigues la recta x — 2y — 7= 0 auna de les incognites:
. ) y=t—=x=T-2t
Obtenim dos punts:

y=1—x=50A(6, 11) ¢

- : r=5+21 i r=T-2t
y=0—z =T B(T,0) }Aﬂ =(2, -1) r“"i“a““““'{y 1t Fquacions: {y _i

ACTIVITATS

S Troba les equacions paramétriques de la recta que passa per P(5, 1) | és paral-lela al vector (3, -2). Ob-
tén, després, la forma no paramétrica de la seva equacio.

6 Posa en forma no paramétrica I'equacio de la recta les coordenades de la qual son: { ; f ;_ ot
¥ Troba les equacions paramétriques de la recta 2x -2y + 7 = 0.

U

20




EEHTINEH(;A D’UN PUNT A UNA RECTA

Si una recta ve donada per la seva equacid no paramétrica, saps perfectament
com esbrinar si un punt pertany o no a la recta esmentada: substituint les se-
ves coordenades en la x i la i de 'equacid i veient si compleix o no la igualtat.
Si la recta ve donada per les seves equacions paramétriques, la podriem pas-
sar a forma general, perd és interessant de veure, i ho farem amb un exemple,
com es pot procedir directament amb la recta donada en paramétriques.

EIEHCIGI RESOLT
5. Comprova si els punis P(-3, 8) i Q(9, -7) perianyen o no a la recia {
F: Substituim -3 perx:-3=1-2l 2 2t=4 > t=2
Arasubstituimt=2enlay:y=5+3-2=5+6=11
Vol dir que, pera t = 2, s'obté el punt (=3, 11). Per tant, el (=3, 8) no pertany a la recta.
¢Substittim 9 pera:9=1-2f »-2t=8 >t =-4
Ara substituim £ = d en l'equaciodelay: y=5+3-(A)=5-12=-T
Vol dir que per a f = -4, s’obté el punt (9, -7), és a dir, el punt ¢.
4, —T) si, pertany a la recta.

x=1-2¢
W=50+3

21




Equacions de la recta que passa

per dos punts.
Equacio de r que passa pels punts A(a;,a,) y B(b;,b,)

El seu vector director pot ser
v,=AB=(b,-a,b,-a,)

Substituint en 'equacio continua de la rectar:

EQUACIO DE LA RECTAQUE
PASSAPERDOS PUNTS

22




CONDICIO DE PARAL-LELISME
ENTRE RECTES

Donats v, i v, els vectors directors de dues rectes r i s paral-leles.

r Sidues rectes ri s son paralel-les, també
Y ho sbén els seus vectores directors:
r S

/ rlls <v llv,e v, =LAV, <
Vs (Les seves

components seran < (Vrl’VrZ) - }“(Vsl’VSZ) <
V. = (V Y, ) proporcionals)

r rir “r2 V. = 7LV
_ V.,V ) =(AV_,AV "t ot
Vs = (Vslivsz) = ( & r2) ( . 82) = {VrZ = 7\«V32

P Vrl — Vr2
V VvV

sl s2

23




CONDICIO DE PARAL-LELISME ENTRE RECTES

r

—_—

Siguin dues rectesris

: V. =(V.,,V
donades de diferents Vi S r ( rl r2)
formes: v, = (Vsstz)
—_— — \Y;
rlls v llv, < ) Seran
paral-leles si:
. r=(xy)=(a,a,)+A(v,,Vv,
vectorial () = (88, )+ 2 (Vi Vee )
E S = (X’y):(bl’b2)+u(vsl’vs2)
Q pr‘Gmé- r= {X:al+}\‘vrl s = {X:b1+uvsl Vi, _ V.,
U | Triques y=a,+Av, y=b, +puvg vV, V,
, X—a —a X —Db —b
A confinua | r= 1 YT S = 1_ Y0,
C Vrl Vr2 Vsl Vsz
](:j r= Ax+By+C=0 s=A'X+B'y+C'=0 A:E
A' B'
eneral
J (ViwViz) = (-B,A) Coincidiran si A B C
(Vsl’vsz) = (_BliA') es Comp|eIX A B B B C




Equacié explicita d'una recta.
Pendent d'una recta

Si en I'equacio general
de larectar, aillemy:

v, =(v.v,)=(-B.A)

tgazizﬁzm
-B v,

L'equacié explicita y —mX+nN

de la recta sera:

m ens indica el pendentde larecta i

n l'ordenada en l'origen
(Para x=0, y=n)

4o}




Equacié punt-pendent.
Pendents de dues rectes paral-leles o perpendiculars.

Per trobar I’equacio punto-pendentd’unarecta r, coneguts el
seu pendent m i un puntP(Xg,Y,)

h.
Escrivim 'equacion explicita: | y=mx-+n

Falta trobar n ( m ya ho sabem)

La recta ha de passar per P(Xo,Yo) il Yo= M X + N

Restem les dues expressions: Y-Yo=mM(X-Xy)

Per trobar el pendentd’unarecta

P2(X2,Y-) coneguts dos dels seus punts:
EY2'Y1 B
————------__________1: m — tga — y2 yl
' X, —X;

26



Condicion de paral-lelisme

i perpendicularitat entre rectes

Donada I'’equacié
d’'unarectar:

y=mx+n

— mxy+n=0 — Vr:(lm)

\

/

Vector Seran Seran | |

director paral-leles si: perpendiculars si:
g | [y=mxsn v. =(1,m) . ;

e — =m' +mm' =
8 o R Vs =(lm’) = ~
é r | Ax+By+C=0 \Tr = (-B,A) A B/
c =% | AATBB'=0
O |s | Ax+By+C=0 |v,=(-B'A"
>

Relacio entre els pendents de
dues rectes perpendiculars

27




