DEFINICIO DE MATRIU. OPERACIONS

Escriu de forma explicita la matriu quadrada d’ordre tres els termes de la
qual siguin aij = (i-j-1)3:

-1 -8 =27
A=10 -1 -8

1 0 -1

2
Amb les matrius:
2 0 1 1 0 1
A=|2 0 0, BE=|1 2 1
5 1 1 1 1 0

Calcula: A + B; A - B; A x B; B x A; At.

f2 0 1) 0o 1 2+1 0+0 1+1 3 0
A+B=|3 0 o0|+|1 1|=|3+1 0+2 O0+1|=|a4 2

B 1 1 1 O 5+1 1+1 1+0 6 2

1 0 1 2 0 1 2-1 0-0 1-1 1 0 0
A-B=|1 1|-|3 0 0|=|3-1 0-2 0-1|=|2 -2 -1

1 1 ). o 1 1 o-1 1-1 1-0 4 0 1

=(3-1+0-1+0-+1 3-0+0-+2+0-1 3-1+0-1+0-0

]

2 a 1 1 0 1 2:.1+0+1+1+1 2.0+0+2+1-1 2+.1+0+1+1-0
A-8=3 a o|-|1

9+1+1+1+1-1 9+0+1+2+0+1 a+1+1+1+1-0

1 0 1Yy (2

0
8:4=]1 2 1(+|3 0 =(1+2+2+3 +1+D 1-0+2.0 +1+1 1.1+2.0+1-1]|=
1

1.2 +1+3 + 05 1-0+1+0 +0+1 1-1+1.0+0+1

1} 1.2+0+3+ 1.5 1-0+0-0+1+1 1-1+0-0+1-1
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Amb les matrius:

0 -1 fa | -1 2
A=|-1 1 1| B=|3 0 2 €
3 0 | 0 -1 i §
Calcula: (A + B) ?; (A - B) ?; (B) 3;

4 -2 4 (4 -2 4
(A+BY=|2 1 3|-|2 1 3=
2 -1 8/ 13 -1 8
0 -1 2y (4 -1 2
A-B=|-1 1 1|-|3 0 2|-
3 0 4/ 10 -1 4
-4 0y (-4 0
(A-B)'=|-4 1 -1|-|]-4 1 -1
3 1 o) (3 1 o0

4 -1 2y (4 -1 2} (4
B-3 0 2|-[3 0o 2.3
0 -1 4/ lo -1 4] lo

0 -1 2 4 3 0
A.B.C=|-1 1 1(-.(-1 0 -1
3 0 4 2 2 4



a)

A-l-1 2 r::t=[12 g _112]
o -1 -
b) (A*-B)-C (A'352:B 2x2)C3x2=(A"-B)sx2+Cs3x2no0

es pot efectuar perqué el nimero de columnes de (A" - B ) no coincideix

amb el nimero de files de C.

(B:-C') A" Sies pot efectuar:

(B2x2-C%yx3) Af34,=(B-Clax3s-Af34,2= =(B-C"'-A") 24>

C)Aszx2 Mmxn C 3x2 m = 2 n=3 2x3

d)ct2x3'men m=3 n=3



Demostra que: A2-A -21I = 0, amb:

01 1
A=|1 0 1
110
01 1y{0 1 1 2 1 1
A=|1 0 1(-|]1 0 1]|=(1 2 1
11 0/l1 10 112
21 1 1 2 00 0 0 O
A-A-27=|1 2 1|-|1 -0 2 0|=|0 0O O
11 2 11 00 2 00 0
6

Uy

1 0 1
Calcula A" amb A=1[0 0

1 0 1
Procediment de demostracidé per induccio:

1. Calculem A%, A3, fins poder trobar una hipotesi d’induccié:

1 0 1 1 0 1 2 0 2
A2=A-A=<010-0 0>=010>
1 0 1/ \1 1 2 0 2

1

0
1 0 1 2 0 2 4
A3=A-A2=<0 0)-(0 1 0>=<0
1 1 2 0 2 4

0

1

0

\"

_ oo -
OrRr OO RO
S O
N~

1 1 4 4 8
A4:A-A3=<0 o)-(o o)=<0
1 0 1 4 4 8

an canviant sén poténcies

Els elements de la matriu que
successives de 2.

2n—1 0 2n—1
2. Hipodtesi d’induccid: A"=< 0 1 0 )

2n—1 0 Zn—l

3. Comprovacié d’aquesta hipotesi per A"*1:

1 0 1\ /21 o 2n1 2" 0 2"
ATl =4-4"=(0 1 0 o 1 o0 |=(0o 1 o
1 0 1/ \2n1 ¢ 2on-1 2" 0 2"

Ja que 2"t 4+ 2"t =2 .20t = 20



4 5 -1
Calcula A*?® amb A=|-3 —4 1

-3 -4 0

En aquest tipus d’exercicis no sempre cal obtenir A". De vegades,
es produeix una repeticio en les poténcies calculades que permet
donar la resposta més facilment.

1. Calculem A%, A3, etc.

4 5 -1 4 5 -1 4 4 1
A2 =A-A= <—3 -4 1 |- <—3 -4 1 ) =1-3 -3 -1
-3 -4 0 -3 -4 0 0 1 -1

4 5 -1 4 4 1 1 0 0
A3 =A-A% = <—3 -4 1 |- <—3 -3 —1) =10 1 0|=1I
-3 -4 0 0 1 1 0 0 1

A=A AB=A1=A4

2. Aquesta repeticidé en els resultats permet afirmar que:
A =A% = A7=A0=A13 =,
A% =A% = AB=All=A = | |
AP =A% = A°=AP=AT =

3. Es un cicle d’ordre 3, per tant, si dividim entre 3 I’exponent que
ens demanen i el residu ens donara la poténcia amb la qual
coincideix:

428=142-3+2 Residu =2

4 4 1
A8 =42 =|-3 -3 -1

0 1 -1



MATRIU INVERSA. EQUACIONS AMB MATRIUS.
8

Troba les matrius inverses de:
3 4 -3 2 0 -2
=G5 8=(h o (G 7%)
5 7 0 8 1 5
Hi ha altres metodes per obtenir una matriu inversa pero quan es tracta d’'una matriu d’ordre

n=2 és molt facil trobar-la amb la resolucié de dos sistemes senzills:

A-AT=AT- A=,

G OC D-(y T~ B0 )

3x+4y=1 _ _ 3z+4t=0 _ _
5x+7y=0} x=7y=-5 si7io1) Z=—4 t=3
(7 —4
A _(_5 3)

Comprovacio:
3 4 7 -4 _/1 0
(5 7)'(_5 3)_(0 1)
De la mateixa manera podem obtenir les altres matrius inverses

B_lz(_t/s 11//182) C'1=<—51//22 0)

9

Troba la matriu B que verifica que X - A = B amb:

A=[10] B=[52]
2 1 6 23
a b 10_52:>a+2bb_52
c d)lz 1) le 3 c+2d d) lo 2
a+2b=5

b=72 . 1 2
c+2d=6 “lo 3

d=3



€ aFlo 1)-(o €
PSR DA

a=a+c
a+b=b+d

cC=C
c+d=d

(6 3

Multiplicant la segona equacio per -2 i sumant:

1 2 2
2A+B=[ ]

2 1 0
9 8 6
9 8 6 i 7 7
8 6 4 8= [D 1 2] b= 1 2
_2A+68 = o = =
2 0 2 7 7

De la mateixa manera, si multipliquem la primera equacidé per 3 i sumem,

obtenim:

~
Ia
]
|
ot
0
.
L
Ia
]
~|
| L =] L
-4|,'_, ~d| g



12

Resol AX = B amb A = (_31 _82) B = (_1120)

e Meétode 1 (sense utilitzar la matriu inversa A™!):

x
Per les dimensions de les matrius involucrades: X = (y)
G D=6~ G =G 50300
x= 28 y=-9 i per tant: X = (Eg)

e Métode 2 (utilitzant la matriu inversa A™!):

Si AX = B, premultipliquem per A i s'obté: Al A.-X=A'l.B,

com Al A = I aleshores es dedueix que X = A!-B

(és molt important multiplicar per I’esquerra en els dos membres perque no
hem d’oblidar que la propietat commutativa no es compleix en general)

Calculem A™!:

(3 DG D=Girer e~ Girer wis)=09

B B R oY et B R T
=l 1) = 1=l 12) ()= 50 = ()
13
Resolxa - eams A= (1 3 p=(2 )

e Meétode 1 (sense utilitzar la matriu inversa A™!):

. . . . X
Per les dimensions de les matrius involucrades: X=( y)

z t
C D6 D=6 SE-G)



Es resolen els dos sistemes:

x+y=2 _ _ z+t=-7 _ _
_3x_4y:5} x=13 y=-11 _32_4t=3} z7=-25 t=18
L (13 -11
i s'obté: X = (_25 18 )

e Métode 2 (utilitzant la matriu inversa A™!):

Si XA = B, postmultipliquem per Al i s’'obté: X-A-Al=B.Al,
com A - A'l= T aleshores es dedueix que X = B - A

(és molt important multiplicar per la dreta en els dos membres perqué no
hem d’oblidar que la propietat commutativa no es compleix en general)

Calculem A™%:
DG D=0GI2 -G 2= Y

x—3y=1} z—3t:O}
x—4y =0 z—4t=1

P e 90 D W)

z=-3 t=-1

14

Resol AX - B = C amb:

(G 8 (L 39

G o 50

1 3 -2 —2)

A'XzB_Cz(—3 1 4 0

Si AX = B - C, premultipliquem per A i s’'obté: AL A-X=A"-(B-0),
com A'- A = I aleshores es dedueix que X = Al - (B-C)

(és molt important multiplicar per I'esquerra en els dos membres perqué no hem
d’oblidar que la propietat commutativa no es compleix en general)

Calculem A™:
(4 D6 0=E5 Zi)-G8 D=6 )

dx+y=1

4z+t=0}
—-x+y=0

YLy z=-15 t=4/5

} x=1/5 y=1/5



_ 5 -1/5 5 -1/5 -2 —
A R ORI

4/5 4/5 —-6/5 —2/5\ 1 e -
X=(—1/1/5 1?5 14//5 —2//5)_ (_4 T e 2)

s\—11 1 14 =2

Fi1 - 2 F»
o -1 -2 1
1 0 1 3
2 2 F 7
F3 - 3 F»
o -1 -2 1
1 0 1 3
o 2 4 -2
Fs + 2 F;

o -1 -21
1 0 1 3
0O 0 0 0

r(A) =2.




-1 -4 2 -1 1 -4 2 -1

-4 2 1

3 -12 6 -3 0 0 o o] —|o @ 3 -1 0
¥ = r = p =y

2 =110 1m0 Fo-4 3l |0 To-4  3l@ |0

0 1 2 -1 0 1 2 =11 —Il0 0 o 0 2

WA=FH-34A-A-2h | @ren | GA-£A-T4

Per tant el rang és r(A) =3
17

Calcular el rang de la matriu segient:

(1 & 11 16)
2 7 12 17
A=l3 8 13 18
4 9 14 19
|5 10 15 20
(1 6 11 16 (1 & 11 18) (1 & 11
2 7 12 17 11 1 1 0 -5 -10
3 8 13 18;;@1 1 1;3’0 ——=
4 9 14 19 11 1 1 a0
5 10 15 20, 11 1 T ¢ Yy W

':1:'f5=f5_f4 ;f4=f4_f3 ;f3=f3_f2 ;f2=f2_f1

Per tant r(A) = 2.




