DERIVADES
1. DERIVADES

Taxa de variacid mitjana

La taxa de variacié mitjana d’una funcié y =f (x) en ’interval [a,b] es defineix com el

quocient entre la variacio de f (increment de V) i la de x (increment de X) en Uinterval

[a,b] (ens indica la variacio de y respecte de X). Es representa amb TVM [a]

J)-f@)

La taxa de variacid6 mitjana de f en Uinterval [a,b] coincideix amb el pendent de la

recta que uneix els punts A(a, f (a)) i B(b, f (b)), Mas, i mesura ’increment mitja de y

guan X s’incrementa una unitat, entre A i B. Aixi, a [’hora d’interpretar el resultat de la

TVM,,;, hem de tenir en compte que és un valor mitja.

A
:mAB :Ey:tga

Nota: Recordem la definicié de pendent de la recta:

El pendent m d’una recta es defineix com la tangent de ’angle que forma la recta

amb U'eix OX. Si la recta és obliqua, talla ’eix OX i el divideix en dues parts. Per

calcular el pendent, prenem l’angle que forma la recta
1Y
(x

amb la part dreta de U'eix OX, mesurat en sentit directe 2Ys)
des de Ueix OX. ‘(")m
- Ax

Donats dos punts qualssevol de la recta, el pendent és el i“

quocient de lincrement (variacidé) de ordenada (Ay) X

entre Uincrement de [’abscissa (AXx). Aixi, el pendent indica l’increment de

’ordenada quan ’abscissa s’incrementa en una unitat:

m=taqg = increment de lordenada _ Ay _y, -y, /A{
g increment de l'abscissa AX X —X 1

75



DERIVADES

Exemples:

1. Durant un cert dia, les temperatures a la ciutat de Girona van ser les segiients:

Hora 7 8|9 1011|1213 |14 15|16 |17 |18 | 19 | 20

21

T% en 9 (10|12 |13 |16 |17 |18 | 20 | 23 | 23 |22 | 21 | 19 | 17
°C

16

Quina és la taxa de variacié mitjana de la temperatura entre les 7h i les 17h?

y=TenC gy T (M)A _22-9_ 133G

X = Hores [7.47] 17-7 AX 17-7 10

Aquest resultat significa que, de mitjana, la temperatura ha augmentat 1,3°C cada

hora entre les 7 h i les 17 h. Aquest és I’augment mitja per hora, no l’augment

real. En realitat, hi ha hores que ha augmentat 1°C, altres que ha augmentat 2°C i

altres que ha augmentat 3°C.

2. Un mobil segueix una trajectoria rectilinia. La funcié que ens doéna la posicio

mobil (mesurada en metres) en funcié del temps (mesurat en segons) és:

= f(t) =Posicio del mobil respecte de l'origen
f(t):t2-2t+1{y ) P .

t = Temps en segons

Calcula la velocitat mitjana, vy, del mobil entre t=1si t=3s.

La velocitat mitjana entre 1 i 3 segons coincideix amb la TVM 1.3 :

v, =TwM,  =1@) T _4-0_4_p7y
" s 3-1 2 2

del

El mobil passa de la posicio 0 m a la posicio 4 men 2 s, és a dir, recorre 4 m en 2 s.

Per tant, la velocitat mitjana del mobil en aquest interval de temps és de 2 m/s.

Recorre, de mitjana, 2 metres cada segon. Aixo no vol dir que la velocitat del

mobil en aquest periode de temps sigui sempre de 2 m/s; aquest és només un valor

mitja.
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3. Donada la funcié f(x)=x?, calcula:

a)La TVM b) La TVM c)La TVM d) La TVM

(1]

[-2.0]

[0] 12

_f@®-fO)_1-0_
a) TWM g = =220=[1

En Uinterval [0,]], el valor de la funcié

augmenta, de mitjana, una unitat per cada

unitat que augmenta X.

_fQ-f@®)_4-1_
b) TWM,  =—5 — =43 =[3

En Uinterval [1,2], el valor de la funcid

augmenta, de mitjana, tres unitats per cada

unitat que augmenta X.

_fO)-f(=2)_0-4_
) TV, =0 =25 =[-2]

En Uinterval [-2,0], el valor de la funci6

disminueix, de mitjana, dues unitats per cada

unitat que augmenta X.

f)-f(1)_1-
d) TV, = (1)_ (_i) ):121:@

La variacié6 mitjana de la funci6 entre -1 i 1

és 0, pero aixo no vol dir que el creixement

sigui nul en tot aquest interval. De fet, la

funcio decreix entre -1i 01 creix entre 0i 1.
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Exercici: Donada la funcié f(x) = X —2x-1, calcula la taxa de variacié6 mitjana de f en

els intervals [1,3] i [-1,0].

3

Sol.: TVMy, 4 =2 i TVM,

=y

Derivada d’una funcioé en un punt

Hem vist que la taxa de variacido mitjana és un valor mitja que ens informa de com varia

globalment una funcié en un interval, pero no ens dona informacié de com varia la

funcidé en un punt determinat.

A vegades ens interessa conéixer la variacié de la funcié en un punt. Per aixo, introduim

el concepte de taxa de variacio instantania o derivada d’una funcié en un punt.

Si una funcio representa la posicié d’un mobil en funcié del temps, la taxa de variacio

mitjana d’aquesta funcid en un interval és la velocitat mitjana del mobil en aquest

interval i la taxa de variacid instantania o derivada en un punt és la velocitat

instantania del mobil en un moment determinat. A vegades és més util coneixer la

velocitat instantania que la velocitat mitjana.

1.

[ad

|«

Exemples:

Per estudiar les causes d’un accident d’un vehicle (un cotxe, un avid, un tren,
etc.), és important saber la velocitat instantania en el moment de l’accident, no la
velocitat mitjana del trajecte. Per aix0, les caixes negres dels avions enregistren

velocitats instantanies.

En el llancament d’un coet espacial és molt important calcular la velocitat
instantania en diferents moments clau, com en el moment del Uinici del

llancament. En aquest cas, la velocitat mitjana dona poca informacio.

En moltes ocasions, és important conéixer en quin punt o punts canvia el
creixement d’una funcio (passa de ser creixent a ser decreixent o viceversa). Per

aixo hem de conéixer com varia la funcio en cada punt.
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Per calcular la derivada d’una funcié f en un punt d’abscissa x=a, podem calcular la
TVM en intervals del tipus [a,X] o [x, a], amb la x cada vegada més propera a a. Com
més s’aproxima X a &, més petit és l’interval i més s’aproxima la TVM a la derivada.

Aixi, la derivada de fen x=a és el limit d’aquestes TVM quan X - a (fem Uinterval

infinitament petit, perque s’aproximi a un punt).

Exemple: Vegem a qué s’aproxima la taxa de variacid6 mitjana de la funcié

f (x)= x*+1 en l'interval [2,X] quan x - 2:

TVM _f(2,5)-f (2): 7,25-5_ 2,25_

229 = 5 5-2 0,5 0,5
f(2,1)-f(2)_5,41-5_ 0,41
TVM,, .. = = = =4,
(221 2.1-2 0,1 0,1
f(2,00)-f (2)_5,0401- 5_ 0,0401
TVM,. . - = = = =140
(2,201 2,01- 2 0,01 0,01

La taxa de variacié mitjana s’aproxima a 4.

La derivada d’una funcio f en el punt d’abscissa X =a es representa amb f (@) i es

defineix com el limit seglient:

f'@)= J(iina—f (X)z:;(a)
Si fem x—a=h:
f'l@)= Lim0 fa+ T]) f(a) > Derivadade fen x=a

Si aquest limit existeix, es diu que la funcio és derivable en X = a i si no existeix, es diu

que no es derivable en x=a.

Exemple: Calcula la derivada de la funcié f(x)=x°+1en x=2:

f(2+h)=(2+hY +1= 4+ 4h+ I+ 1= It + 4w 5

f(2)=2+1=5

f+h)-f(Q)_
h h-o0 h

h®+4h+5-5_ iy, W+ 4h

m +
-0 h

1 I h*'4—
f1(2)= lim =kl

=|j
h—>0

=

En valors de X propers a 2, el valor de la funcié augmenta 4 vegades el que augmenta X.
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Exercici: Calcula la derivada de la funcié f(x) =3x+4 en x=5:

Sol.: 3

Interpretacio geometrica de la derivada d’'una funci 6 en un punt

Recordem que la TVM,, coincideix amb el

pendent de la recta que passa per A(a, f (a)) i v
B(b,  (b)):

Tal com veiem en la figura de la dreta, a mesura

\\\\\I

que B s’apropa a A, la recta que passa per Ai B /
s’apropa a la recta r tangent a la corba en el

punt A.

Per tant, m,g tendeix al pendent de r (que representarem amb m) quan B s’apropa a

A.
Com que la TVM [a5] tendeix a la derivada de la funcio en Xx=a, quan b - a, deduim

que la derivada de la funcié en x=a és igual a m.

La derivada d’una funcioé f en el punt d’abscissa X =a coincideix amb el pendent de

la recta tangent a la grafica de f en el punt (a, f(a)):

Y
f'@@)=m amb m=pendent de la recta tangent f) 4
a f enel punt (a, f(a)). Sf'(a) =m=1tga
‘.
AR X
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Nota:

Una funcio és derivable en X = a si la seva grafica admet recta tangent en aquest punt.

Funcio6 derivada

La funcié derivada d’una funcié f (o derivada d’una funcio f ) és una altra funcié que

a cada valor de x li fa correspondre el valor de la derivada de f en aquest punt. Es

representa amb f' (X).

f(x+h)- f (x)
-0 h

fi(x)= i

Coneixent la funci6 derivada de f, podrem calcular facilment la derivada de f en un punt
qualsevol d’abscissa X =a. Només caldra substituir X per a en l’expressio algebraica de

la funcio derivada.

Exemple: Troba la funcié derivada de la funci6 f (x)= x>+ 1icalcula ' (2) i f(-5).
f(x+h) =(x+ H?+1= X+2xh+ R+1 f(y= %+1

X2 +2xh+ hz+1—( x2+1) )

0 =i Of(XJ’?'f(X):LO :

|

L )(f+2xh+hz+/i—)<[—i_. 2xh+h? L ox+h_
=im, h =im, H =im, 1 =[24
f'(2)=22=[4

f =2X -
b= {f'(—ts):zu—s)=

Exercici: Troba la funci6 derivada de la funcio f(x) =3x+4icalcula f'(2) i f'(-5).

Sol.: f'(x)=3, f'(2)=3,f ' 5)= ¢
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Calcul de derivades

Calcular les funcions derivades aplicant la definicio de derivada, com hem fet en
’exemple i Uexercici anteriors, pot ser llarg i complicat. Tanmateix, a partir de la
definici6 de derivada s’obtenen unes regles de derivacié practiques que permeten

calcular la funcié derivada facilment.
A continuacioé veurem algunes d’aquestes regles de derivacio.

Derivada de la funci6é constant

f(x)=k — f'(x)=0

La funcio constant ni creix ni decreix, per tant, té derivada igual a zero.

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:
1. f(x)=5- f(x)=[0 2 ()=~ 19=[0
3. f(x)=+3 = f'(x)=[0 4. f(x)=m- £'()=[0]

Exercici: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=-8

b) f(x)=-32

Derivada de la funcié f (X) = x

f(x)=x - f'(x)=1

Derivada de la funcio f (X) = XP

f(x)=xP - f'(x)=pxP* | amb pOQ

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:
1. F()=x7 - F'(x)=[24 2. 1()=x° - £'(9=[3¥]
3. F(x)=x° ~ f1(x)=[5x] 4. f(x)=x* - f'(x)=[10¢]
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5. f(x)=%—> f()=xt o f(=-x2=|-L

6. f(x)= —ﬂf(x) X% L f()=-2x°=|-2

També podem aplicar la mateixa regla si I’exponent és negatiu o fraccionari:

X
1, 1
7. f(xX)=Vx - f(x)=x2 fi=dyet=lyz=_1 | 1
2 27 L0 |20
5 5. 2
8. 1(00=3%° - F(9=x - r(9=2"=2w=|30%
21 _1 _3
% f(=k - 10=x? - r(g=-dxF =L xia L
X 2x?

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:
a) f(x)=x%

b) f(x)=x

o f()=-=L

3

x

Derivada de la funcioé exponencial

f(x)=a* - f'(x)=a*dna | amb aOR'i azl

Vegem la derivada del cas particular de funcid exponencial en que a=e€:

f(x)=e - f(XY=é&lh e &0=] @

f(x)=€e* - f'(x)=¢
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1. f(x)=5 ~ f'()=[5"0ng

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

2. f(x)=2" - f'(x)=[20n2]

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:

a) f(x)=8"

b) f(x)=10"

Derivada del producte d’una constant per una funcié

F(x)=kg(x) - F'(x)=kg'(x)

f(x)=6x% - f'(X)=6[2x=[12

3. f(x)=-5¢ - (0 =-5=[-20¢] 4. f()=%

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. f(x)=5x - f'(x)=500=[9 2.

5. f(x)=§_> () =3x" & fi(x)=-3x%=

1,
2

N o

6. f(x)=5Jx - f(x):5x% S f(®)=

X3
_3
X2
~542-_5 -
2 1
2X2

- f'(x)=

a) f(x) =9

b) f(x)=-3X
-3

c)um_4f

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:
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e) f(x)=4—?(2

d) f(x)=-10%x

Derivada de la suma de funcions
La derivada de la suma de diverses funcions és la suma de les derivades d’aquestes

funcions:

f(x)=g(X)+h(x)+...+t(X) > f'X)=0' (X)+h' K )+...4" X )

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. F(x)=5x3+2x% -8 +10 - f'(x) =[15¢ + 4x- §

2. f(x)=—x4+\/§x3-%+1 - f'(x)= —4)(3+3\/_2X2+1—§
X X

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:
a) f(xX)=x-2xX-3x+5
b) f(X)=5x+2x+5

<) f(x)=\/;<+§

d) f(X)=4"+2xX+7mx

Derivada del producte de dues funcions

F(x)=g(x)M(x) - T(x)=g"(x)M(x)+g(x)H" (x)

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. F(X)=xB* - f'(X) =105+ x5 In5=| 5+ x5 In5
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2. f(x)=(2x +1)[@3x2 -5)

- £ =203 -5 +(2x+ JObx= 62— 16 1X+ 6| 18+ 6c
Nota: En ’exemple 2, es pot fer primer el producte i després derivar el polinomi

resultant. Aquest procediment sol ser més senzill que derivar directament

el producte de dos polinomis.

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:

a) f(x)=7x &

b) f(X) :(x+1)[ﬂ3>(‘+ X— 3)

Derivada del quocient de dues funcions

9(x) g'(x) th(x)- g(x) th'(x)
f(x)= h(x) ~ - F(x)= ThOOT

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

o T o

. f.(x)zzi?’x 5)-(2+ 908 _gye 10 150 o[- 60— B 10
i) EEEECE
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Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=7e—>§3

X+1

b) f(X)=C%x4+x—\’:’»

Derivada de la funcio f (x) = [g (X)]°

f(x)=[9(x)]" - f'x)=pPg(x)]" '(x) amb pOQ

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1 f(x)=(2x+1)" - f'(x)=2(2x+)R=|4 2+ }

2. f(x)=(3x°+ax2+1) - £(x)=5(3¢+4¢+1) o+ 8y

També podem aplicar la mateixa regla si ’exponent és negatiu o fraccionari:

3. f(x)=5x21+4 () =(5¢+4)"

- F()=—(5x+ 4)_2 [10x= ﬁ
X

4. F() =V 27 X -3 - F() = (8¢ +2% -x-3)

- () :l(4>? +2x° -x-3)_% [@12)5 + Ax— ]) _|__ 12 +4x-1

2 2N A +4xX% -x-3
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Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=(¢+2x+ x-10)

b) f(x)= 13/(3x2 - x+1)°

1

) f(X)_(x+5)2
1

9 f(x)_6x3—2x

Derivada de la funcié f (X) = a 9(x)

f(x)=a%® 5 f'(x)=a’¥m (x)dna amb aOR'i azl

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. f(x)=2% o f'(x)=[2°*(0On2

2.

F0 =€ L 19 =€ Yo 82 = (o + 8y 2>

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

Xo+2x2+ x—lO)

a) f(x):8(
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b) f(x)=€*

Taules de derivades

En les taules segiients, resumim les regles de derivacié que hem vist:

fx) | F(x) f(x) ' (x)
k 0 kLg(X) KLg'(X)

X 1 g(x+h(% 9'(¥)+h'(%

XP pxP™ 9(¥ (% 9'( (R + o FOA( X
x X 9(x 9'(Ch(X- o FON( X
a a’“lha h(X) [h(x)]2

& & [9(¥]" p0g(x¥]* 0g(y

9™ a’¥m'(x)dna
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