APLICACIONS DE LES DERIVADES

2. APLICACIONS DE LES DERIVADES
Calcul de I'equaci6 de la recta tangent a una corba en un punt

Recordem la interpretacio geometrica de la derivada d’una funcié en un punt:

La derivada d’una funcié f en el punt P d’abscissa x =a coincideix amb el pendent de

la recta tangent a la grafica de f en el punt P(a, f (a)): Y f: y = mx+n
. _ fia tHAe
f'@)=m amb m = pendent de la recta tangent (@) =m = tga
a f enel punt P(a, f (a)). /1a X

Recordem també que [’equacié punt-pendent d’una recta de pendent mi que passa pel
punt P(p, p,) és: y—p, =M x p).

Per calcular I’equaci6 de la recta tangent a la grafica d’una funcié donada f(x) en
un punt P d’abscissa X =a, procedim de la manera segiient:

Calculem el pendent de la recta, m,que ésiguala f'(@): m= f'(a)

» Calculem f'(x).

*= Calculem f'(a), substituint x per aen f'(x).

- Calculem les coordenades del punt P, del qual coneixem |’abscissa X =a. Aquest

punt, anomenat també punt de tangéencia, és un punt comu de la recta i de la
grafica de f(X). Aleshores, 'ordenada del punt és igual a f(a): P(a, f(a)).
- Escrivim ’equacidé punt-pendent de la recta de pendent m= f'(a) i que passa per
P(a f(a):
y-f(a)= f'(a) [{x-a)

- Aillem y per calcular l"equacio explicita de la recta, que és del tipus: Yy =mx+ n

Exemple: Calcula I’equacié de la recta tangent a la grafica de la funci6

f(x)=x*-2x -1 en el punt d’abscissa x = 2.

- Calculem el pendent de la recta, m,que és igual a f'(2):

f(x)=2x-2 - f'(2)= 202- 2= 2.,
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- Calculem les coordenades del punt P ] foof=x - 2x 1

P(2,1(2): 1= 2- 22 x[-}-[P( 2 A

- Escrivim ’equacio punt-pendent de la recta i aillem vy

y—(-1) = 20x- 2) - y= 2x- 4 1-.

+1

Exercici: Calcula l’equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio

f(x) = x*+4xX +10x+ 10 en el punt d’abscissa x=—1.

Sol.: y=5x+8

Estudi del creixement i decreixement d’'una funcio

Creixement, decreixement i extrems relatius

Una funcio f és creixent en un interval si en aquest interval quan augmenta el valor de

X també augmenta el de f (X), és a dir, si per a tot parell de valors X, i X,de l'interval

es compleix que:

Six <x - f(x)< f(x)
Una funcid és creixent en un punt d’abscissa X =a si és creixent al voltant d’aquest
punt, és a dir, si existeix un interval del tipus (a—h,a+ h), amb hOR, en el qual la

funcio és creixent.
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Una funcio f és decreixent en un interval si en aquest interval quan augmenta el valor

de X disminueix el valor de f (x), és a dir, si per a tot parell de valors x i x,de

’interval es compleix que:

Six <%~ f(x)>(x)
Una funcié és decreixent en un punt d’abscissa X =a si és decreixent al voltant
d’aquest punt, és a dir, si existeix un interval del tipus (a— h, a+ h) ,amb hOR, en el
qual la funcio és decreixent.

Una funcié continua i derivable en X =a té un maxim relatiu en X =a si en aquest

punt la funcié passa de ser creixent a ser decreixent.

Una funcié continua i derivable en X =a té un minim relatiu en X =a si en aquest

punt la funcié passa de ser decreixent a ser creixent.

Els maxims i minims relatius s’anomenen també extrems relatius.

Una funcio té un maxim (minim) absolut en x = a si f(a) és la més gran (petita) de

totes les imatges de la funcié.

Exemple: A partir de la grafica, estudia els intervals de creixement i decreixement

i els extrems relatius de la funci6 segiient:

- En  Uinterval (-,-2) la funcié és

M /
i i creixent.
| | [creixent |
Decreient /I | - La funci6 té un maxim relatiu en x=-2.
oz e s Tex
N/ - En linterval (-2,2) la funcio és
NITrfim decreixent.

- La funcio6 té un minim relatiu en x=2.

- En Uinterval (2,+) la funcio és creixent.

Concavitat, convexitat i punts d’inflexié

Una funcio és concava en un interval si la recta tangent a la seva grafica en un punt
qualsevol d’aquest interval se situa per sota de la grafica, al voltant del punt de

tangencia.
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Una funcio és convexa en un interval si la recta tangent a la seva grafica en un punt
qualsevol d’aquest interval se situa per sobre de la grafica, al voltant del punt de

tangencia.

Una funcié té un punt d’inflexié en el punt d’abscissa X =a, si en aquest punt la

funcioé passa de ser concava a ser convexa o viceversa.

Exemples:
Concava Convexa Punt d’inflexié
Y
v Y

X X\ X

Relacid de la derivada amb el creixement, el decreixement i els punts

estacionaris

Recordem que la derivada d’una funci6é en un punt és el pendent de la recta tangent a
la grafica de la funcid en aquest punt i que el pendent d’una recta ens dona informacio
sobre el creixement d’aquesta recta. El signe del pendent ens indica si la recta és

creixent o decreixent:
- Si el pendent és positiu, la recta és creixent: m>0 - recta creixent. /

- Si el pendent és negatiu, la recta és decreixent: m<0 - recta decreixent. \

Si la recta tangent a una funcié en un punt és creixent, la funci6 és creixent en aquest

punt. Analogament, si la recta tangent és decreixent, la funcio sera decreixent.

Aixi doncs, la derivada d’una funcié en un punt ens doéna informaciéo sobre el

creixement de la funcié en aquest punt. El signe de la derivada ens indica si la funcio

és creixent o decreixent:

- Si f'(a)>0 - f éscreixenten x=a.

- Si f'(a)<0 - f és decreixenten x=a.
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- f'(-3)>0- f éscreixenten x=-3.

- f'(0)<0- f ésdecreixenten x=0.

- f'(-3)>0- f éscreixenten x=3.

Si la derivada de la funcié en un punt d’abscissa X = a és igual a zero (recta tangent

horitzontal), aleshores la funcid pot tenir un extrem relatiu o un punt d’inflexié en x =

a (la funcio ni creix ni decreix en aquest punt):
Si f'(a)=0 - f té un extrem relatiu o un punt d’inflexié en x =a.

Els punts en els quals la derivada és igual a zero s’anomenen punts estacionaris. Aixi,

els punts estacionaris poden ser extrems relatius o punts d’inflexio.

f'(1)=0- f téun maxim relatiuen x=1.
f'(3)=0- f téun punt d’inflexio en x=3.

f'(5)=0- f téun minim relatiuen x=5.

Nota: No tots els punts d’inflexio tenen tangent horitzontal. Vegem exemples de

punts d’inflexié de tangent no horitzontal:

A
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Estudi del creixement, el decreixement i els punts estacionaris d’una funcié

Per estudiar el creixement, el decreixement i els punts estacionaris d’una funcio

donada f (x), procedim de la manera segiient:

Calculem f '(X).

Resolem ’equacio f’ (X) = 0, per calcular les abscisses dels punts estacionaris.

Calculem els punts de discontinuitat de f (x), en els quals també pot canviar el

creixement de la funcio.

Estudiem el signe de f’(X) a ’esquerra i a la dreta de cada punt estacionari i dels

punts de discontinuitat, per determinar els intervals de creixement i
decreixement i esbrinar si els punts estacionaris son maxims, minims o punts

d’inflexio. Per fer-ho, sera convenient factoritzar f (X) i elaborar un quadre, tal

com veurem en els exemples.

Calculem ’ordenada dels punts estacionaris.

Exemples:

1. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcio

f(x)=x%-6x"+ 9x +1.

Calculem f '(X):

f'(x) =3x*—-12x+ 9

Resolem "equacid f’ (X) = O, per calcular les abscisses dels punts estacionaris:

32 —12x+ 9= 0 30— 4+ 3F O | x=[i|x= F

Possibles maxims, minims o
punts d’inflexio.

Calculem els punts de discontinuitat de f (X):

f (X) és un polinomi, per tant, és una funci6 continua en R.

Estudiem el signe de f'(X):

o Factoritzem f'(X): f'(x)=3(x-1)(x-3
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o Elaborem un quadre per calcular el signe de f’(X) en els intervals en que
queda dividit el domini pels punts estacionaris i els punts de

discontinuitat. El signe de f’ en cadascun d’aquests intervals coincideix

amb el signe de f’en qualsevol punt de Uinterval:

Intervals | 3 | x-1| x-3 | f' f
(-2) |+ | - - |+ Creixent
(1, 3) + + _ _ Decreixent - Hi ha un maximen Xx=1
(340) | + | + + + Creixent - Hi ha un minimen X =3
7 0 N 0O 7
| 3

Calculem U’ordenada dels punts estacionaris:

f(X)=x-6X+9x+1
f(1)=2-60F + 90+ 1=[§ — Maxim:[(1,9
f(3)=3 - 608+ 903 E[ 1 Minim:[(3,1)

—

2. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcié
f(x)=3x"-8x®+&x°.

Calculem f'(X):

f(x) =12X° — 24x + 12X

Resolem "equaciod f’(x) = 0, per calcular les abscisses dels punts estacionaris:

f'(x)=12)¢ - 24 + 1= 0

- 12x(x - 2x+ )= 0*{ ) = r=h s o e
_— + = — =
X —2x+1=0 X d’inflexio.
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Calculem els punts de discontinuitat de f (X):

f (X) és un polinomi, per tant, és una funci6 continua en R.

Estudiem el signe de f'(X):

o Factoritzem f'(x): f'(x) =12x(x~ ])2

o Elaborem un quadre per calcular el signe de f’(X) en els intervals en que

queda dividit el domini pels punts estacionaris i els punts de

discontinuitat:
Intervals | 12x | (x- 1)2 f f
(_oo, O) _ + _ Decreixent

(0,1) + + + Creixent - Hi ha un minimen X=0

- Hi ha un punt d’inflexié en X =1

(1, +00) + + + Creixent
NN 2 ~ 7

1 |

0 1

Calculem U’ordenada dels punts estacionaris:

£(0)= 30" -85 + 616 =[O — Minim: |( 0,
f (1) =30 -8 + 60f =[1] — P. dinflexié : (1,1)

f(x)=3x"-8xX+6X -

***********************
|
__________
'
***********************

wwwww
**********************

' '
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|

3. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcié

1
f(x)=—.
(x) v
Calculem f '(X) i resolem 'equacio f' (xX) =0
1 _ _ 2 2
f(X)===x2 o f'(Y=-2x3=—-=; ——==0no té solucid, f'(X) no
(X) v (¥ » =z (X)

s’anul-la mai.
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0. Per tant, la funcio6 és discontinua en X

El denominador de U’expressié algebraica de la funcié s’anul-la quan

Calculem els punts de discontinuitat de f (X):
X

Estudiem el signe de f'(X):
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2. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de les funcions

seguents:

a) f(x)=%fx“—2x2

b) f(x)=%

Sol.:
1. a) Creixent: (1 3); decreixent: (—00,1) U (3,+00) . Minim: (1,—2) ; maxim: (3, 2).

b) Creixent —00,2) ; decreixent: (2,+00) . Punt d’inflexio: (1, 2); maxim: (2,3).

c) Creixent: (2 4); decreixent: (—00, 2) O (4,+00) . Maxim: (4,1) .

:
:
:
2. a) Creixent: (=2,0)0( 2,+); decreixent: (~0,~2)0(0,2).
Minims: (-2,-4) i (2,-4); maxim: (0,0).

b) Decreixent en R. No té punts estacionaris.
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Representacio grafica de funcions

A continuacié estudiarem com fer la representacio grafica de funcions senzilles.
Per representar graficament una funcié, seguim els passos seguents:
Determinem el domini de la funcib.
Calculem les asimptotes:

0 Asimptotes horitzontals:
Si xIirD f(X)=k /o xIirr_1 f(=k- |y=kl és una asimptota
horitzontal de f.

0o Asimptotes verticals:

Si xIlrg f(X) = i/o )I(irr!f f(X =00 - és una asimptota vertical
de f.
Calculem els punts de tall amb els eixos:
o Tall o talls amb U’eix OX:
= S6n del tipus (b,0) - m (ordenada dels punts de l’eix OX és 0)
» Resolem l’equacio f(x)= O per calcular x.
o Tall amb U'eix OY:
= Esdel tipus (0,a) — (’abscissa dels punts de l’eix OY és 0)
»  Substituim x per Oi calculemy .

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris.

Fem un esbds de la grafica de la funcio a partir de les dades que hem obtingut.

Exemples:

1. Representa graficament la funcio f(x)= %x3 -3X.
Determinem el domini de la funcio:

f (X) és un polinomi, per tant Domf =R.

Calculem les asimptotes:

No té asimptotes (els polinomis no tenen asimptotes).
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Calculem els punts de tall amb els eixos:

o Tall eix OX:

1 1 x=0
y=0—>—X3'3X:0—> X[ﬁ—)@-\?»j:O—» 1
4 4 ZXZ'3:O* x=+/12 = + 3, 4¢

- (0,0) (—\/TZ() i (+\/T2,§] son els punts de tall amb ’eix OX.

o Tall eix OY:

_ _ _l s . s
X=0o y= f(O)—Z[D3 3= 0-{( 0,0 és el punt de tall amb Ueix

oy.

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris:

o Calculemf’(x): f'(X) zg X -3
o Resolem ’equacio f’ (x) =0

-x:—2
f'(x):§x2-3=0_> =3P 4 x=sfa=x2., [x=-2] Punts
4 3

estacionaris

o Calculem els punts de discontinuitat de f (x):
f(X) és un polinomi, per tant, és una funcié continua en R.

o Estudiem el signe de f’(X):

f'(x)=§x2-3=§:(x— 2)(x+2)

Intervals | x—2 | x+2 | f' f
(-0,-2) | - - + Creixent
- Hi ha un maxim en X = -2
(-2,2) - + - Decreixent
- Hi ha un minimen X=2
(2’+°°) + + + Creixent
O
A n N A
1 1
-2 2
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0 Calculem U'ordenada dels punts estacionaris:

f(—2):%(—2)3 -3[@—2):—% 6= -2+ 6= 4 - Maxim: [(- 2,

f(2):?11523-3D2::81— 6= 2- 6=[= 4 — Minim: [( 25 )

f(x):1x3-3x_>

Fem un esbds de la grafica de la funcié a partir de les dades que hem obtingut:

Y

\ |

—

o i
— |

s I N R N 'Y

1

2. Representa graficament la funcié f (x)=—; Yk
X -

Calculem el domini de la funcio:

El denominador de U’expressio algebraica de la funcié s’anul-la quan X=2 i
X=-2: Domf =R-{-2,3.
Calculem les asimptotes:

0 Asimptotes horitzontals:

lim f(x) = lim —1—=0*

X +00 X—+0 2 _ 4 , , .
L — |y =0] és una asimptota horitzontal de f.
xllr[]oo f(x) = Xllrpoo o

0 Asimptotes verticals:

im. 214:—00
lim f(x) =lim L—=1=""2 %"
X2 x-2x“=4 0 lim 1 = 400
x-2" x> =4

- [X=2|és una asimptota vertical.
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im L=+ AT A
fim f(¥) = lim —1-=1=1" —4 of
R e I
~ X _4 -5<-4 -3 2 100 1 2 3 4>X
R és una asimptota vertical. | T
Calculem els punts de tall amb els eixos: o \l/ * V
o Tall eix OX:
y=0 - 21 =0  1=0- no té solucié (1# 0), aleshores no talla
’eix OX.
o Tall eix OY:
x=0- y=f(0)= 1 _ 1 (0——1j és el punt de tall amb ’eix
-4 4 4

oy.

* Nota: Perque una fraccio s’anul:li, el seu numerador ha de ser igual a 0:

a-0,a=0ibz0
b

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris:

o Calculem f’(x):

1
X2 =4

=(-4)" . f(=-(%-4) e

=)

f(x) =

o Resolem ’equacio f’ (x) =0:

f'(x) - 0--2x=0- Punt estacionari.

(¢t -a)
o Calculem els punts de discontinuitat:

Dom f =R—{—2,2 - f(X) és discontinuaen x=-21i x=2.
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o Estudiem el signe de f’(X):

Intervals | -2x (X2 - 4)2 f' f
(_oo' _2) + + + Creixent
-2,0 !
( ) + + + Creixent - Hi ha un maxim en Xx=0
( 0 2) _ + - Decreixent
( 2’_'_00) _ + - Decreixent
P 7 n N\ N
f |
2 2

Exercicis: Representa graficament la funcié f(x) = % X+,
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Optimitzacio

A la vida real hi ha moltes situacions en qué cal optimitzar (maximitzar o minimitzar)
una funcid, és a dir, calcular el valor de la variable independent que fa que el valor de

la funcid sigui optim (maxim o minim).
Per resoldre un problema d’optimitzacid, seguim els passos seguients:

Trobem Uexpressio algebraica de la funcidé que cal optimitzar i Uescrivim en

funcié d’una sola variable.

Calculem el domini de la funci6 en el context del problema.

Calculem els extrems relatius de la funcio.

Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context del

problema. Comprovem que el maxim o minim relatiu que hem trobat també és el

maxim o minim absolut del problema, ja que és possible que no sigui aixi.

Exemples:

1. Tenim 40 metres de tela metal-lica per construir un tancat rectangular per al

bestiar. Calcula les dimensions del rectangle perqué ’area del tancat sigui
maxima.

De tots els rectangles de 40 m de perimetre, cal trobar el d’area maxima.

- Trobem ’expressio algebraica de la funcio que cal optimitzar i l’escrivim en

funcio d’una sola variable.

b
A=Dblh és la funcié que cal maximitzar. Depen de dues variables.

Expressem la funcié6 area en funcié d’una sola variable, sabent que el
perimetre fa 40 m:

A=blh
*t - A=b[{20- b)=-1 + 20b
P=2b+2h=40- b+ h= 20— } { )

A(b) = - + 201 - Funci6 que cal maximitzar.
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Calculem el domini de la funcié en el context del problema:

Domf =(0,20 (cada costat mesura més de 0 m i menys de 20 m)

Calculem els extrems relatius de la funcio:

A'(b) = -2b+20= 0 - 20=- 20- b:_—220:

Comprovem que €s un maxim:

Intervals | —=2b+ 20| f' f
(0’10) + + Creixent
(10, 2@ - - Decreixent

- Hi ha un maximen b =10

Calculem h quan b=10: “h=20-b=20- 10=

. ! ! !
1_100] S S ;
Loosol /oo N
—0 } r }
110 0 10 20 |

Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context

del problema:

El rectangle d’area maxima és el quadrat (el qual és un cas particular de
rectangle) de 10 metres de costat. La solucio és coherent amb ’enunciat
i, com que no hi ha més extrems relatius, b = 70 és el maxim absolut (es

pot veure facilment en el grafic).

El tancat ha de fer 10 m x 10 m perque la seva area sigui maxima.
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2. Els costos mensuals d’una empresa que fabrica un determinat producte vénen

donats per la funci6 segiient (en euros):
f (x)=x%-240x+ 30.00(, en qué x és el nombre d’unitats fabricades en
un mes.

Calcula el nombre d’unitats que s’han de fabricar en un mes perqué els costos

mensuals siguin minims. Indica quins seran aquests costos minims.

- Trobem ’expressio algebraica de la funcio que cal optimitzar i I’escrivim en

funcio d’una sola variable.

L’enunciat del problema ens dona la funci6 que cal maximitzar:

f(X) = % - 240x+ 30.00(

- Calculem el domini de la funci6 en el context del problema:

Dom f =[0,+c)

- Calculem els extrems relatius de la funcio:

f'(X) = 2x-240= 0- %= 240 x=%’=

Comprovem que és un minim: ' asboo |
| 30000]

Intervals | 2x-240 | f' f | 25000\ o
(O,lZQ - - Decreixent ;L-z-q;ggg* A i L LJJ
115000 | — ]

(120,+00) + + Creixent Pqopoo) L b oo
- — Uosbool 1L 4 L L

- Hi ha un minimen X=120 R LI S S B B

| 0 | | | | | | |

pu%m 0 5 jooisoéou 250 é00§

Calculem els costos minims: R

f(120)= 126 - 2401126 30.008] 15.60

- Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context
del problema:

La solucio és coherent amb ’enunciat i, com que no hi ha més extrems

relatius, X = 120 és el minim absolut (es pot veure facilment en el

grafic).

S’han de fabricar 120 unitats en un mes perque els costos mensuals

siguin minims. Aquests costos minims seran de 15.600 €.
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Exercici: Troba dos nombres positius que sumin 14 i que el seu producte sigui

maxim.

Sol.: Els dos nombres son 7 i 7
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