TEMA 6: NOMBRES COMPLEXOS

1. El conjunt dels nombres complexos.

2. Operacions amb nombres complexos.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

1. EL CONJUNT DELS NOMBRES COMPLEXOS

Necessitat dels nombres complexos

En el conjunt dels nombres reals R no podem calcular les arrels d’index parells dels

nombres negatius. Per tal de poder-les calcular, s’amplia aquest conjunt. El nou

conjunt s’anomena conjunt dels nombres complexos, i es representa amb C.
Aixi, les equacions de segon grau que no tenen solucié en R si que en tenen en el

conjunt C.

Exemples:

1. V-20R 2. X¥*+2=0 - No té solucidé en R

Aquest conjunt té moltes aplicacions dintre de les matematiques. Nosaltres veurem

només algunes definicions i resultats basics sobre aquest nou conjunt de nombres.

Construccio dels nombres complexos

Es defineix la unitat imaginaria com +/—1. Es representa amb i :

i=J-1 - i%=-1

Un nombre complex és un nombre de la forma a+ bi, on ai b sén dos nombres reals.

L’expressid a+ bi és la forma binémica d’un nombre complex: a s’anomena part real i

b, part imaginaria.

Part imaginaria
7o, L , Si b=0, zésunnombrereal
z=a + Di - forma binomica d’un nombre complex ] ) o
= Si a=0, zésunnombre imaginari

Part real
Exemples:
) Partreal=5 . Partreal=-3
Part imaginaria = 2 Part imaginaria = =1
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. Partreal=0
3. 2 - —  Nombre imaginari
Part imaginaria =
Partreal = 4
4. 4 - — Nombre real
Part imaginaria =

Vegem exemples de resolucio d’equacions de segon grau en el conjunt dels nombres

complexos:

Exemple: Resol les equacions segiients en el conjunt dels nombres complexos:

J2i

a) X2+2=0- X*=-2 o x=+J-2=+/23/-1=+/2i=

—2i
J& - aam [— i 3+5i
b) X2-6x+34:O_>x=6i 6 -4 4_& 100 _& m0:315i:
21 2 2 3-5j

Exercici: Resol les equacions seguents en el conjunt dels nombres complexos:

a) X*+4=0

b) x* +4x+13=0

Sol.: a) 2i; -2 b) -2+3; -2-3

Representacio grafica de nombres complexos
Un nombre complex es pot representar en un sistema d’eixos cartesians en qué |’eix

horitzontal s’anomena eix real i U’eix vertical s’anomena eix imaginari. El pla definit

per aquests eixos rep el nom de pla complex.

El nombre complex a+bi es representa amb el punt (a, b) , anomenat afix del nombre

complex.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exemple: Representa els afixos dels nombres complexos seguents:

———————————————————————————————————————

z =3+2i ! |, |Fximaginari |
—_ L A Ey A i B I R
=3 A
— R L - 1 e _a____L
z,=1 o AN S
_ - Lz
z,=-1+2i RS It S i St St et Rt
_ b Loz
z,=-2-2 — 2
=-2j =32 -1 jo 12 3 4
g =<l Lol Eixreal!
L, o

RPC. SRR 3 2 S S S S

] I ] ] ] ] ] I

R N -1 NN U S O M

-----------------

———————————

Igualtat de nombres complexos

Dos nombres complexos z=a+ bii z'=a'+ b'i son iguals si, i només si, les seves parts

reals i imaginaries son iguals:

z=7Z o a=4di b=1

Oposat i conjugat d’'un nombre complex

L’oposat d’un nombre complex z= a+ bi és el nombre -z = -a - bi

El conjugat d’un nombre complex z= a+ bi és el nombre z=a-bi.

Exemple: Calcula ’oposat i el conjugat de z = 5 +2i.
Oposat: —z=5-2i Conjugat: z=-5-2i

Exercici: Calcula 'oposat i el conjugat de z=4-1.
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Quan una equacié de segon grau no té solucié en el conjunt dels nombres reals, les

solucions en el conjunt C son dos nombres complexos conjugats entre ells (un és

conjugat de l'altre). Vegeu els exemples i U'exercici de ’apartat Construccié dels

nombres complexos.

Forma polar d’'un nombre complex

La forma polar d’un nombre complex z= a+ bi és la forma polar del vector de posicid

del seu afix, és a dir, la forma polar del vector (a,b).

(a,b)
b

r=|(a,b)|=va’+1°

Z= ra — < angle que forma el vector (a,b) amb la part positiva de l'eix real :

tga :E
a

Per passar de forma polar a forma binomica apliquem la trigonometria:

a . b -
cosa =— o la=rllcoxr sim=— - |b=r0sior
r r

Exemples:
1. Escriu el nombre complex z = 5 +2ien forma polar.

r=y(-572+2° =29
-21,8°
2
tga=-—==-0,4- a={-21,8% 1802[ 158 p°
a2

(z es troba en el segon quadrant)

Z= \/2—9158,20

2. Escriu el nombre complex zZ= 8600en forma binémica.

a=8[tos60%= 4

z=4+ 4J3|

b = 8[%in 60% @§= 4369
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exercicis:

1. Escriu els nombres complexos seguents en forma polar:

a) 2+ 2
b) -3
c) 2i

2. Escriu els nombres complexos segiients en forma binomica:

a) /1500

b) 6,400

Sol.: 1. a) VB1ase = 2/ 21550 b) 3500 €) 2900 2. @) ———+i
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2. OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS
Suma i resta de nombres complexos

Per sumar i restar nombres complexos en forma bindmica, sumem i restem per

separat les seves parts reals i imaginaries.

Donats dos nombres complexos z=a+ bi i z'=a+b'i:

z+z'=(a+a)+(b+b)i z-z=(a-a) { b-b) i

Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z'=-2+5i, calcula z+Z2'i
z-7'.

z+ 7 =(3+4i)+(-2+5)=(3+ (-2)+( 4 Ji=| + B

z-7=(3+4i)-(-2+5)=(3 (-:2)+( 4 Ji=| 5i

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula z+2' i
z-7'.

Sol.: z+Z'=2+1i; z-Z=-4+13i

Multiplicacié de nombres complexos

En forma bindmica

Per multiplicar dos nombres complexos en forma binomica, multipliquem cada

sumand del primer nombre pels sumands del segon (propietat distributiva de la

multiplicacié respecte de la suma), tenint en compte que i2=-1.

Donats dos nombres complexos z=a+bi i z'=a+b'i:

z[z'=(a+bi)ffa'+b'i) = aa' +ab'i+ ba'i + bb'i’ =(aa'-bb)+(ab'+ba')i
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Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z' =-2+5i, calcula:

a) z[Z'=(3+4)[{-2+5) = (-2 35+ 4¢ )+( Op°=- 6 15i8 20- 26 |

b) 3z=3[{3+4) =313+ 314=| % 12| (el producte d’un nombre real per un nombre

complex és un cas particular del producte de dos nombres complexos, en qué un

d’ells és real)

c) 3z+27'=3[(3+4)+ 2{-2+ B)= 9 1>- 4 ic=[ 5 b}

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula:

a) z[¥F'=

b) 3z+2z7'=

Sol.: a) 39+ 27 b) 3+9

En forma polar

Per multiplicar dos nombres complexos en forma polar, multipliqguem els seus moduls

i sumem els seus arguments.

Donats dos nombres complexos Z=TI, i z'=T 'ﬁ:

z[y'=(r [0 )a+ﬂ

Exemple: Donats els nombres complexos z=3,, i Z'=2,., calcula z[¥'.

Z[7' = 3100 (250 ( 3B 190, 550~ | G5
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Exercici: Donats els nombres complexos z=12,.. 1 z'=3,,., calcula z[Z'.

Sol.: 36,,.

Divisi6 de nombres complexos

En forma bindmica

Per dividir nombres complexos en forma binomica, els expressem en forma de fraccio

i multipliqguem el numerador i el denominador pel conjugat del denominador.

Donats dos nombres complexos z=a+ bi i z'=a+b'i:

a+bi _ (a+bi){{a'-bi) _ aa'+ab'i+bai+bbi
a+bi  (a'+bi)a-bi) a ~b' f? a b ?
(aa'-bb') , (ab'+ba) i
a12+b12 al2+b12

(aa'-bb')+(ab'+ba’)i _

Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z' =-2+5i, calcula z+ Z'.

_z_ 3+4i _ (3+4){-2-15) _ 302+ 35 40¢ 2y AOE 5

2 —2+5i (-2+5)0f-2- 5) €25+ 8
_6-15-8-20° -6 15-i8r 20 14 23] 14 23
29 29 29 |29 29

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula z+ Z'.

Sol.: —1+i

204



OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

En forma polar

Per dividir dos nombres complexos en forma polar, dividim els seus moduls i restem

els seus arguments.

Donats dos nombres complexos Z=TI, i z'=T 'ﬁ:

z:z'=(r:r )a_ﬂ

Exemple: Donats els nombres complexos z=3,,, i z' =2,.,, calcula z: Z'.

3 3
2:7=3,0:2,00=| — = =
0 2 ( 2)400— 25° ( 2j15°

Exercici: Donats els nombres complexos z=12,.1 z'=3,,., calcula z: Z'.

Sol.: 4.
Potencies de nombres complexos
Poténcies de la unitat imaginaria
Vegem el valor de les primeres potencies de la unitat imaginaria i:
it =i iZ=-1 i°=i*0=+
i‘=i*=4 0=4°=-(-1)=1 INE BN E:
Aixi, les potencies de i prenen només els valors i,-1,-i i 1, els quals es van repetint

successivament en cicles de quatre. Cada quatre poténcies de i el resultat és 1 (i* =1).

in i
=1

Per tant, | ,onr és el residu de la divisio n: 4.
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Exemple: Calcula:

il4 14— camam4 2R [ 55 55 _i4 a3 _ilp =
a) i - i“= im0’ 0°=if =[-1 by i%® — i®=i‘0. 0'D°=iP =[4]
1 1 1 1 1
tres vegades 13vegades
14 | 4 55| 4
*2 3——1» 3 vegades i* 3 13— 13 vegades i*
Exercici: Calcula:
a) i21 b) i120
Sol.: a) i b) 1

Poténcies de nombres complexos en forma bindomica

Per calcular (a+ bi)n, hem de multiplicar a+ bi per ell mateix n vegades.

Exemple: Calcula (3+2i)°.
(3+2)° =(3+2)°f3+ 2)=( 9 22+ (2 3iJ=( 9 2 )af & p=
=(5+12) 3+ 2 )= 513 Flo+ 123+ 12i2= 15 i1® i36 24~ +9i4

Exercici: Calcula (1—5)3.

Sol.: —74+110
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Poténcies de nombres complexos en forma polar

Calcular potencies en forma polar és més senzill que fer-ho en forma binomica. Vegem-
ho:

()" =1 0B, = 0.0 ) gs o = "

nvegades  n vegades"vegades

Per elevar a n un nombre complex en forma polar, elevem el seu modul a n i

multipliquem el seu argument per n:

5

Exemple: Calcula (3,,,)° 1 (45000)° -
(3i)’ =(2) . =[27s00r (4000)” = (€)= 1024555,

1024,

Exercici: Calcula (5,,.)" i (2,530) -

Sol.: 625,,.; 128,

Radicacié de nombres complexos

Calcularem les arrels de nombres complexos en forma polar, perque és més senzill.

Una arrel n-ésima d’un nombre complex [, és un nombre complex r'ﬂ que verifica

(r'ﬂ)n:ra.
gra =1 < (r ',B)n:ra

Tot nombre complex diferent de zero té n arrels n-esimes, que tenen el mateix modul i

diferents arguments. Vegem com es calculen:

(r)"=r - |r' =%

(r')n—r [(r)”] =r
g ! L nEB=a+360°k_.,8=—a+36ook

on k=0,1,2,...n-
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Exemples

1. Calcula §/54

=0~ (48)y (79,

\3/% :(%)SO%SGOR - k=1~ (%) 300 360131‘ (\3/_5)
k=2 (%)30%360152: (%)

3

Prova:

((5),) =) Bl () =[5 50

((\3/5)2500)3 - (\3/_) 3P50° = Srs00 = 5300

-e

2. Calcula -1 =/ Lo

k=0 - igpo =| L0
6

k=1 - Lgoa 360e1= |1 o0
6

k=2 - Lgoa 360e2= | L1s0p

s/@ = (9/1)180‘4 360K °

6 k=3 - Lgga360m3=|Lo10p
6

K=4 - Lgoa 3604= | L 270
6

k=5 > Lgge 36005= | L 330
6

Prova:

(1300)6 =L 300=| 48005 (1900)6 = L go00= Jago =| Lg09| (1150 ) = 1 g1500= Joooo =| Lg00

(1210) =L gp100= L 260e = YL (1270) =L gp70= L oz0e = g0
(1330) =1 g30= 1 os0 =| 400
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

En la representacio grafica podem observar que, els afixos de les arrels n-ésimes (per a

n>2) d’un nombre complex son els vertexs d’un poligon regular de n costats, inscrit en

una circumferéncia de radi igual al modul de les arrels.

Exercicis:

a) Calcula §/27,, . Representa les solucions graficament i fes-ne la prova.

b) Calcula les arrels cinquenes de 32 i representa-les graficament.

_3 b) 200; 2720; 21440; 2216"; 2235

a) 3005 Bis00; o700

Sol.:
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Exercicis

1.

Indica la part real i la part imaginaria dels nombres complexos segiients:

a) -3+5 b) 3+i c) —2-i d) -5 e)
-10
2. Indica quin nombre complex de U’exercici anterior és real i quin és imaginari.
3. Calcula, en el conjunt dels nombres complexos, les arrels quadrades dels nombres
seguents:
a) —25 b) -3 c) 49 d) _9 e) 1 f) -5
16 4
4, Resol les equacions de segon grau seguents, en el conjunt dels nombres complexos:
a) X*+9=0 e) -5x°-3=0 i) X* +x+1=0
b) x¥*+1=0 f) xX*-2x+2=0 j) 2x*-x+1=0
c) X¥*+3=0 g) X*+10x+ 29= C k) x> +14x+ 50= (
d) 2x°+8=0 h) 8x* —4x+5=0 ) X*-x+8=0
5. Representa graficament, en uns eixos cartesians, els afixos dels nombres complexos
seguents:
z =-1+3i z,=-3-2 z=-4 z=5i z=-—3i z= 2 i 2= &
6. Calcula l’oposat i el conjugat dels nombres complexos seguents:
a) 4+ 2 b) 6-i c) —5i d) 4 e) —1+i f)
-7-9
7. Expressa els nombres complexos seguents en forma polar:
a) 4+3 b) -4-3 c) 1-i d) 2+3 e)5 f) -3 g) 2i
h) -2i
8. Expressa els nombres complexos seglients en forma binomica:
8) 75700
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9. Donats els nombres complexos

z =1+3i z,=-5+4 z=-31 z=2
Calcula:
a) z+2 ) 7% i) 20k m) z:z q z°
b) 72+ 7 f)z-z j) z 0 n) z:z r) 2’
€)%tz g) - % k) 2, (g 0) 2% s) z,°
d) z+z h) z -z l) z [, P) Z:7 t) z,'°

10.Donats els nombres complexos

2, = 2400 Z, =300 z=1

Calcula:
a) 2z, ) 2% e)z:z g) 2° i) z° SINEA
b) 2 [, d z:2 f) 227 h) z,° i) 4z ) 8z
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