RECTES EN EL PLA

2. RECTES EN EL PLA
Determinacio de rectes

Una recta ve determinada per:

- Dos punts.

Exemple: Dibuixa la recta que passa pels Exercici: Dibuixa la recta que passa
punts P(1,2) i Q(4,3): pels punts A(3,-2) i B(0,2):

- Un punt i una direccid, la qual pot venir donada per:

o Un vector que té la mateixa direccié que la recta, anomenat vector director.
(Una recta té infinits vectors directors, ja que hi ha infinits vectors amb la

mateixa direccid)

o L’angle d’inclinacio de la recta respecte ’eix OX.

o El pendent de la recta.

El pendent m d’una recta es defineix com la tangent de ’angle que forma la

recta amb U'eix 0X. Si la recta és obliqua, talla 'eix 0X i el divideix en dues

parts. Per calcular el pendent, prenem l’angle que Iy

(%5.Y5)
forma la recta amb la part dreta de l’eix OX, mesurat L ) 2
XY Ay
en sentit directe des de ’eix 0X. ] o
Ax

Donats dos punts qualssevol de la recta, el pendent és 74@

X
el quocient de l'increment (variacidé) de ’ordenada

(Ay) entre Uincrement de 'abscissa (Ax). Aixi, el pendent indica la variacio

de 'ordenada quan [’abscissa s’incrementa en una unitat:

increment de lordenada _ Ay _y, -y,
m= tg a=— - - — === m
increment de labscissa  AX X, — X 1
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Exemple: Dibuixa la recta que passa pel punt P(1,-1) i que:

a) té per vector
director v = (3,2

b) forma un angle de 30°
amb la part positiva de
I’eix OX.

c) el seu pendent és m =3

Exercici: Dibuixa la recta que passa pel punt P(2,1) i que:

a) té per vector director
v=(-21

b) forma un angle de 45°
amb la part positiva de
I’eix OX.

___________________________

c) el seu pendent és m = -2

Equacions de la recta

Una equacio6 de la recta és una igualtat que verifiguen tots els punts (x,)) de la recta, i

només aquests.

L’equacié de la recta ens permet calcular qualsevol punt de la recta i discernir si un

punt hi pertany o no, ja que els punts que no pertanyen a la recta no verifiquen la seva

equacio.

Hi ha diferents equacions d’una mateixa recta, totes elles equivalents.
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Equacié vectorial

Hem vist que un punt i un vector determinen una recta.

Donat un punt P(p,,p,) de la recta i un vector director v=(v,,v,), volem trobar una

formula que relacioni qualsevol punt de la recta

X(x,y) amb Pi V. 4
De la figura de la dreta deduim que:
OX = OP+ PX ]

Com que PX té la mateixa direccié que v, existeix un 0

nombre real k que verifica que PX = Kkv. Si substituim

en la igualtat anterior Wper kvobtenim I’equacié

vectorial de la recta:

OX = OP +kv

- Equacio vectorial de la recta

OX i OP sén els vectors de posicié dels punts X i P. Recordem que els components del

vector de posicio d’un punt coincideixen amb les coordenades del punt. Per tant:

OX=(xy) i OP=(p p)

Si expressem ’equacio vectorial de la recta en components, obtenim:

(6 y)= (e p2) + K (viv, > Equacié vectorial de la recta

(en components)

Cada valor de k determina un punt de la recta.

Exemples:

r(6y)=(pB)+ k(v y) - | (% y=(-39+ K13

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-3,1) i que té per vector director v= 1,2):

a) Determina I’equaci6 vectorial de larectar .
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b) Calcula tres punts que pertanyin a larectar .

k=1-(xy)=(-3)+1{13=(-3 1, p=|(- 2)8
k=2-(xy)=(-30+2(1,3=(-3 2,2 ¥=|(- 1B

c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(-4,-1) pertanyen a larectar .

—

Un punt pertany a la recta si verifica ’equaci6 de la recta, és a

dir, si en substituir-lo per (x,y) existeix un nombre real k que

verifica la igualtat:

Si ACLLOr - (-1,1)=(-3,)+k(1,9 - (- 1)x-(- 3p=k( 1
2=k

- (2,00=k(1,2 =(k, %) a{ _

El punt A no pertany a la recta, ja que k no pot prendre dos valors diferents, no pot ser

igual a 2 i a 0 a la vegada.

Si B(-4,-1)0r - (-4,-)=(-3,)+k(13 - (- 47 }-(- 3;=k( 1R
-1=K

q(—l,—2)=k(1,2)=(k,2<)a{ - |Ok=~

-2=2k - k=-1

El punt B si que pertany a la recta, ja que existeix un valor real k = -1 que verifica la

igualtat.

2. Donada la recta r : (X,y)=(-8,-3)+Kk(7,-2), troba’n un punt i un vector director.

P(-8,-3 i v=(7,-)

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(2,1) i que té per vector director V= (1,-1):

a) Determina ’equaci6 vectorial de la recta r. AR R
AN Y O S S S

S - ) S S S IS S

, e T e

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta r. P A
N .} [N S S S N

o

I2 i 1 0 i1 i2 ‘3 I4 |

I_____J._____1______JI_____L ________________

RS VR3S VAU MU S U
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c) Esbrina si els punts A(1,1) i B(0,3) pertanyen a la recta r.

d) Representa graficament la recta r i els punts dels apartats b) i c).

2. Donada la recta r: (X, y) =(1,-6) + k(-5,3, troba’n un punt i un vector director.

A partir de ’equacio vectorial de la recta es dedueixen les altres equacions.

Equacions parameétriques

Si fem les operacions indicades en ’equacio vectorial de la recta, en components,

obtenim les equacions parameétriques de la recta:

X=p, +ky,
(xy)=(p r)+ KV %)~ | |y=p,+ky, - Equacions paramétriques
de la recta
Exemples:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(5,-4) i que té per vector director V= (-3,2):
a) Determina les equacions parameétriques de la rectar .

- X=p+ky . x=5-3K
y=mrky | | y=-4+2k

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Xx=5-31=2 X=5 32=-1
k=1- - (2,-2); k=2 - | €1,0)
y=—4+2[1=-2 y=—-4+ 212= 0
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c) Esbrina si els punts A(1,-1) i B(-10,6) pertanyen a la recta r.

1=5-% - 1-5=-K . —4- % k:g
Si A(L,-1)0r - A Nyl
“1=—A4+ X - -1+ 4=k - F k- k:E

El punt A no pertany a la recta, ja que k no pot prendre dos valors diferents (k no

pot ser igual a 4/3 i a 3/2 a la vegada).

-10=5-%X - -10-5-% - -15- B> k=5
Si B(-10,6) 001 ’, 0lk=5
6=—4+X - 6+4= Xk - 10 k- k=5

El punt B si que pertany a la recta, ja que existeix un valor real k= 5 que verifica

la igualtat.
2. Troba un punt i un vector director de les rectes segiients:

{x=2-4k {P(Z,S) {le-k {P(l,o
a)r: - b) r: 5

y=5+3k \7:(—4’3) y=k

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-1,3) i que té per vector director
V= (-5,-1):

a) Determina les equacions parameétriques de la recta r.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta .

c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(9,5) pertanyen a la recta .
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2. Troba un punt i un vector director de les rectes seguents:

x=-3-2k
a) r:

y=7+6k

{le-k
b) s:

y=>5

Equacié continua

Si aillem el parametre k de les equacions parameétriques i igualem les dues expressions

obtingudes, trobem I’equacié continua de la recta:

X~ h
V]_ X-pl:y-pZ

y- B, iV

2

X=p+ky - k=

- Equacio continua de la recta

y=p +ky - k=

Aquesta equacio no s’utilitza si v, =0 o v, =0, ja que no es pot dividir per 0.

Exemples:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(-3,4) i que té per vector director

a) Determina I’equacié continua de la rectar.

X-p_ VY- B x-(-3) _ y-4 X3 _  y-4
v Vv, 6 1716 -1

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim una coordenada, x o0 y, per valors

reals qualssevol i calculem l’altra coordenada. Si no volem treballar amb

fraccions, intentem substituir x per valors que facin que el quocient del primer
membre sigui un nombre enter, o y per valors que facin que el quocient del

segon membre sigui un nombre enter:

_ -3+3_vy-4 _y-4 _ ~
X=-3 - 6 __-l —>0——_1 - y—4—> P( 3,4

_ 3+3_y-4 _y-4 _ _ _
X—3—> 6 - -l —>1— _1 —>_1— y_4—>_1+ 4— y—> y— 3—> (3,$
_ X+3_1-4 x+3_ _ _

y=1- ====F - =5~ =3- x+3=18- x= 15 (15
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c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(-15,6) pertanyen a la rectar.

-1+3_1-4 2 -3 1 ._1
R e 3—3_>Fals. 3¢3

Si ACLL)Or -

El punt A no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de A per x

i y no es verifica la igualtat.

Si B(-15,6)0r — _1?3: 6-4 -12 2 - Cert

-1 6 -1

El punt B si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B

per x iy es verifica la igualtat.

2. Troba un punt i un vector director de les rectes segiients:

X-2 +3 _ * Dividim per 2 el numerador i
a)r: ——= yro | P(Z,—g) i v= ( 5~ 3 el denominador del primer
5 -2 membre. Multipliquem per -1 el
- numerador i el denominador del
b) s:S=y+1 - P(O,—l) 1 V= ( 2,:0 segon membre.
X 1
2x-1_-y+3 X5 _y-3 1 -
* = - p— = -
)t IR P(2,3j1v (2-2

Exercici:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(8,-7) i que té per vector director V= (-3,-5):

a) Determina ’equacio continua de la recta r.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta .

149




RECTES EN EL PLA

¢) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(14,3) pertanyen a larectar.

2. Troba un punt i un vector director de les rectes seguents:

X+5_y-1
- R T ]
b) s: x-4=y

-X-13_ -3y+ 2
c)r: 5~ 9

Equacid general o implicita

Si traiem denominadors en l’equacié continua de la recta (multiplicant en creu) i

agrupem tots els termes en un membre, obtenim |’equacié general de la recta:

KRV )= (v B) - WX BT VY VP
1 2

S VXL MY Y RE0- yx vy yp ¥ 0
A B C

Aixi, ’equacio general de la recta és del tipus:

Ax+By+C=0 - Equacié general de la recta

on A, B i C s6n nombres reals i (A B) =(v,-y)

Vector director i caracteristic
Com que A=V, i B=-V, un vector director de la recta és:

v=(-B, A).

El vector (A, B) és perpendicular al vector director (=B, A) i, per tant, a la recta.
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S’anomena vector caracteristic de la recta (o vector normal a la recta):

(AB) D (-BA

vector vector (A, B)

-B, A)

Exemples:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(2,-7) i que té per vector director V=
(3,-4):

a) Determina I’equaci6 general de la rectar.

Hi ha dues maneres de calcular l’equacio general:

A partir de ’equacié continua:

X-p_y-p  Xx2_y(7) x2_ w7

Vl V2 3 _4 - 3 - _4 equaC]O continua
X=2 _y+7 _
3 4 - —4(x-2)=3(y+7) - —4x+ 8= Y+ 2L,

- =4x-3y+8-21= 0> |r = &- J- 1F

- Substituint A per v, i B per -V, i calculant C (fent que P verifiqui

’equacio):

Ax+By+ C=0on (AB)=(y,~Vy)=(-4,-3)» -4x 3y C 0
P(2,-7) - -4@- 3¢ 7#C= 0- -8 23C= 0. C=- 13. |- # §

Nota: Podem multiplicar els dos membres de |’equacié per -1, perque els

termes siguin positius, i ’equacio obtinguda és equivalent:

-4x-3y-13= 0 |r : &+ Y+ 1F

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim una coordenada, x o vy, per

valors reals qualssevol i calculem |’altra coordenada.
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~

X=2 - 4[2+ 3y+13= 0- 3+ 2k O y:%l: L (2 )

y=1- 4x+ 31+ 13= 0- &+ 16 O x:%e;:_ (_ 4)

x=-1- 40(-1)+3y+13= 0- 3+ & 0 yz%gz— B(- 508

=

c) Esbrina si els punts A(-7,5) i B(3,-4) pertanyen a la rectar.

Si A(-7,50r — 40~7)+ 306+ 13= 0- - 28 15 13 0.[ & |@ert

El punt A si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de

A per x iy es verifica la igualtat.
Si B(3,-4)0r - 4B+ 3(-4)+13= 0> 12 12 13 0 13 fkuls: B

El punt B no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B

per x i y no es verifica la igualtat.

2. Donada larecta r: 5x-3y+10=0, troba’n un punt i un vector director.
(A B)=(5-3 - v= (-B,A=(33 - #v=( 3,5/ > Vector director
x=-2 - 5[(-2)-3y+10= 0> -3= 0. y= O-

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(0,-7) i que té per vector director v= 1,-
2):

a) Determina ’equacio general de la rectar.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.
¢) Esbrina si els punts A(-6,5) i B(1,3) pertanyen a larectar .

2. Donada larecta r: x+2y—-1=0, troba’n un punt i un vector director.

Equacidé punt-pendent

Si en I’equacio6 continua de la recta aillem y- p,, obtenim I’equacié punt-pendent de

la recta:

Com s’observa en la figura de la dreta:

% =tga =m (pendent de la recta)
1
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Aixi, I’equacio punt-pendent queda:

y- P, =mXx-p) [ > Equacié punt-pendent de la recta

Aquesta equacio s’utilitza quan es coneix un punt i el pendent de la recta.

Calcul del vector director a partir del pendent

Suposem que coneixem el pendent m d’una recta i volem calcular-ne un vector director

V=(V,\%). v,
( 1 2) -2 =m
Vl
Els components del vector, Vv, i V,, han de verificar la formula:

Hi ha infinits vectors directors d’una recta i, per tant, infinites solucions (infinits parells

de nombres el quocient dels quals és m). Podem triar, per exemple, el vector

\7:(1,m) , ja que ?:m.

. , .. a -
Si més una fraccio, m= b aleshores v = (b, a) :

m== - v=(ba)

olo

Exemples:
1. Determina I’equacié punt-pendent de la recta r de pendent 4 i que passa pel punt

P(2,-3).

y-pB=m{x p) - | r yr3=4(x2)
2. Troba un punt, el pendent i un vector director de les rectes segiients:

a)r:y-1=-2(x+2) - P(-2,); m=-2; v=(1nm= (4 2.

b)s:y+2:§(x-4) - P(4,-2); mzé; v=(5,2.

Exercici:
1. Determina l’equacioé punt-pendent de la recta r de pendent -3 i que passa pel punt
P(-5,2).
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2. Troba un punt, el pendent i un vector director de les rectes seguents:

a)r:y+6=-(x-1)

b) s: y—lz%(x— 2)

Equacié explicita

Si aillem la y de U’equacio punt-pendent o de ’equacié general i operem, obtenim
I’equacié explicita de la recta:
y-p=m{x p) - y= m{ x p+ p= mxmp ,
n

Aixi, I’equacio explicita de la recta és del tipus:

y=mx+n - Equacié explicita de la recta

(M= pendent, N = punt de tall eix OY)

Si donem a X el valor zero:

X=0-5 y=mbD+n-> y= n- (O, r) pertany a la recta

EL punt (O,n) pertany a Ueix OY. Aleshores, n és

’ordenada en ’origen o el punt de tall amb ’eix OY.
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Exemples:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(5,-2) i que té per vector director

V= (-2,6):

a) Determina el pendent de la recta.

b) Determina I’equacié explicita de la rectar.
Hi ha dues maneres de calcular l’equacié explicita:

A partir de ’equaci6 punt-pendent:

y-p,=mi{ x p) - Yy 2=-3( %5)> Equacio punt-pendent

~ y=-3(x-5)-2- y=-3x+15- 2=- %+ 13- |r y=- 3¢+ I

A partir de Uexpressié de |’equacio explicita, substituint m per -3 i calculant n

(fent que P verifiqui I’equacid):

y=mx+ n- y=-3X% n
- y:_3X+l )
P(5,-2) - —2=-35+n - - 2+ 15 n_>
c) Calcula tres punts que pertanyin a larectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim x per valors reals qualssevol i

calculem y:

x=1- y=-30+13= 10- y= 10> |( L1} ;
Xx=2 o y=-3@2+13= 7> y= 7-|( 2,7
x=-1- y=-30-1)+13= 16~ y= 16> |(- 1,1f

d) Esbrina si els punts A(4,1) i B(3,-4) pertanyen a larectar.
Si A(4,1)0r - 1=-3A+13- Cert

El punt A si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de A per

x iy es verifica la igualtat.
SiB(3,-4)0r -~ —4=-3[B+13- —4= 4Fals:— 4 4

El punt B no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B per x i

y no es verifica la igualtat.
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2. Donada larecta r: y= x-8, troba’n el punt de tall amb I’eix OY, el pendent i un

vector director.

Punt de tall eix OY: (0,-8); m=1; v= (Lm= @1

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-2,2) i que té per vector director Y
2,-4):

1]
—_
L}

a) Determina el pendent de la recta r.

b) Determina l’equacio explicita de la recta r.

¢) Calcula tres punts que pertanyin a la recta r.

d) Esbrina si els punts A(4,1) i B(-3,0) pertanyen a la rectar.

2. Donada larecta r:y =5x—2, troba’n el punt de tall amb ’eix OY, el pendent i un

vector director.
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Rectes verticals i horitzontals

El quadre segiient resumeix les caracteristiques de les rectes horitzontals i verticals:

Recta horitzontal Recta vertical

y=n, onnés un nombre real X =a, on aés un nombre real

Equacio (tots els punts de la recta tenen la | (tots els punts de la recta tenen la

mateixa ordenada; y és constant) mateixa abscissa; x és constant)
Vector | (y,0) (0,v,)
director
0 . v,
Pendent | m=0 |tgQ°= v 0 No existeix )ﬁ tg90°= o
1
X=a
n y=n
a

Exemple: Determina I’equacio de les rectes Exercici: Determina l’equacio de

representades en el grafic: les rectes representades
N L en el grafic:
ke

S O S

3 . [ R 2

L1 y=1 L

: S I 1

o L .

- o 12 3 4 2 M o 11 |2 3 4
e 1
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Resum de les equacions de la recta

Equacio Exemple:
Nom Punt :P(p,, p,) _ P(2-9;v=(-15
Vector director : V(Vl, v2)
Equacid
XY)=(p, B+ , X, ¥)=(2,-3+Kk(-1,
vectorial (x¥)=(R. R)* KV Y) (xy)=(2-3+k(-15
Equacions X=p +ky x=2-K
parameétriques y=p+Kky y=-3+5k
Equacio X-p_Y- B X-2 _y+3
continua A v, 1 5
Ax+ By+ C=0
Equacié general - 5x+y-7=0
(AB)=(v.-y) - v=(-B A
Equacié punt-
y-p,=mix p) y+3=-5[(x-2)
pendent vV, -
m=-%; v=(1, m)
Equacio 1
] y=mx+n y=-5x+7
explicita

Exemple: Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P(-4,7) i que

té com a vector director el vector v = (2,-1).

Equaci6 vectorial:  |(x,y)=(-4,7)+k(2-13

. L X =-4+ 2k
Equacions parametriques:
y=7-k
, , X+4 -7
Equacio continua: 5 = y-_l

Equacio general:

X_JZ’“:V__';ﬁ_(xM):z(y—?)a ~X- 4= 2y- 14- [-x= 2p 16 [

Equacidé punt-pendent: m=—== —% S |y-7= ——;E{ X+ 4)

iy
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Equacié explicita:

X 5

YN

1 _ 1 ___1 a B
y-7= E[{x+4)a y—7= 2x 25 y= 2x 2+ 7| y=

Exercici: Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P(-1,1) i que té

com a vector director el vector V= (-2,6).
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Recta determinada per dos punts

Sigui r la recta que passa per dos punts donats A(a,a) i B(h,b). Aleshores, el

vector que uneix els dos punts és un vector director de r:
v=AB=(Q- g, - g)-> Vector director de la rectar.

A partir d’un dels dos punts i del vector director, podem trobar qualsevol equaci6 de la

recta:

Recta determinada per A(al,az) i B(sz) = Recta determinada per A(al,az) i

Exemple: Escriu I’equacié continua de la recta que passa pels punts A(3,-6) i
B(2,4).

- Calculem un vector director de la recta: v= AB:

v=AB=(2-3,4- -6)=(-110 - |v=(- 1,1

Donat un punt A(3,-6) i un vector director \72(—1,10), calculem ’equacio

continua:

Equacio continua: |—— =

Exercici: Escriu ’equacio continua de la recta que passa pels punts A(0,3)i B(-3,7).
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Alineaci6é de punts

Ja hem vist que, utilitzant vectors, podem esbrinar si tres punts estan alineats.

També ho podem fer calculant I’equacié de la recta que uneix dos d’aquests punts i

comprovant si el tercer punt pertany a aquesta recta.

Exemple: Esbrina si els punts A(3,-6), B(2,4) i C(1,5) estan alineats.
En ’exemple anterior hem calculat l’equacio de la recta r que uneix els punts A i B:

X-3_y+6
-1 10

Recta que passa per AiB: r:

Vegem si el punt C pertany a la rectar:

1-3_5+6 -2 11 _ 11 o, L
__1_1_0_,_—1_TO_>2— 10 Fals: 2# 1

El punt C no pertany a la recta r. Llavors, els punts A, Bi C no estan alineats.

Exercici: Esbrina si els punts A(3,1),B(5,3) i C(-1,-3) estan alineats.

Sol.: Si que estan alineats

Posicio relativa de dues rectes

Dues rectes en el pla poden ser:

- Secants: tenen diferents direccions i un punt comu.

- Paral-leles: tenen la mateixa direccio i cap punt comd.

- Coincidents: tenen la mateixa direccid i tots els punts comuns.

Paral-leles Coincidents Secants o incidents

— _—
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Si dues rectes son paral-leles o coincidents, tenen el mateix pendent i els seus vectors

directors son iguals o paral-lels. Els seus vectors caracteristics (perpendiculars) també

son paral-lels.

Si dues rectes son secants, els seus pendents son diferents i els seus vectors directors

tenen direccions diferents (no son paral-lels). Els seus vectors caracteristics tampoc son

paral:lels.

Aixi, donades dues rectes I i s, que tenen per vectors directors v=(Vv, V) i u=(u,u,),
respectivament, i els seus pendents son mi m’, respectivament:

V.
1 2

Sir i sson paral-leles o coincidents = o :U i m=m ////
1 2

.. , V, V. . \
Si r i sson secants > 2# 2 i m#m
ul u2

<

Si les equacions generalsderisson r:Ax+By+C=0i sc Ax B y C=0:

, .. . , A B

Si risson paral-leles o coincidents - (A B)i (A, B') son paral-lels > g
L. . , A _ B
Sirissonsecants > (A B)i(A,B) noson paral-lels > e

(A

Si dues rectes son coincidents, les seves equacions son equivalents (expressen la

mateixa recta) i, per tant, els coeficients de les seves equacions generals son

proporcionals (obtenim una equacié multiplicant els dos membres de [’altra equaci6 per

un nombre):
A B C
irisso incidents > —=—=—
Si r i sson coincidents AT
Sirisson paral-leles> — _B,C
A' B C
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Determinacio de la posicio relativa de dues rectes a partir de les seves
equacions

A partir de les seves equacions vectorials, parameétriques o continues

Per esbrinar la posicié relativa de les rectes r i S, a partir de les seves equacions

vectorials, parametriques o continues, procedim de la manera segiient:

- Calculem un punt i un vector director de cada recta:
r-P(pp) (wy) s> dgg; Gy

- Esbrinem si els vectors directors son paral:lels:

.V, V. ,
o Si —L#-2 | lesrectes son secants.
ul u2
VA A , .
o Si = - les rectes son paral-leles o coincidents.

ul u2
- Si els vectors son paral-lels, les rectes, o bé tenen tots els punts en comu
(coincidents), o no tenen cap punt en comu (paral-leles). Per esbrinar si son

paral:-leles o coincidents, sera suficient comprovar si un punt d’una recta

pertany a l’altra:
o Si POs, les rectes sén coincidents.

o Si POs, les rectes son paral:leles.

A partir de les seves equacions explicites

Volem esbrinar la posicio relativa de les rectes r i s, a partir de les seves equacions

explicites:
rry=mx+n i s:y=mx n
- Comparem els pendents i les ordenades en |’origen:
o Sim#m, lesrectes son secants.
o Sim=mi n#n', les rectes son paral-leles.

o Sim=mi n=n', les rectes son coincidents.
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A partir de les seves equacions generals

Volem esbrinar la posicio relativa de les rectes r i s, a partir de les seves equacions

generals:
r:Ax+By+C=0i ss Ax By C=0

- Comprovem si els coeficients son proporcionals:

A
Si — #—, les rectes son secants.
AI BI —
. A_B_C ,
0 Si —=—#—, lesrectes son paral-leles.
A" B' C
A B _ C , —
o Si X = B Z rel les rectes son coincidents.

Quadre resum

Donades les rectes:

Punt:P( o} pz)_. Punt:Q(ql,qz) -
Vector director : V(Vl, VZ) Vector director : U ( u, uz)
I :{Pendent: m S:{Pendent: m'
Equaci6 explicita : y = mx+ n Equacio6 explicita:y = m' X+ n'
Equacio general : Ax+ By+ C=0 Equacio general : A'x+ B'y+ C'=0
L . . i Equacid Equacié
Posici6 relativa | Vectors directors | Punts en comu .
explicita general
No paral:lels:
, . A _ B
Secants VERRY Un punt comu. m# m — *—
VigVe AT B
ul u2
Iguals o paral-lels: Cap punt ,
Paral-lel comd m=m A_B,C
ara e eS ﬁ :ﬁ ° n # I,]| AI BI Cl
Y PUs; QUTr
Iguals o paral-lels: | Tots els punts .
incid comuns -m A_B_C
Coincidents ViV . n=n' AN B C
b W POs; QUr
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Determinacio de la posicio relativa resolent un sistema d’equacions

Una altra manera de determinar la posicié relativa de dues rectes consisteix a resoldre
el sistema format per les seves equacions, ja que les solucions del sistema son punts

comuns a les dues rectes:

Si el sistema és compatible determinat (té una solucio), les rectes son secants

(tenen un punt en comu).

Si el sistema és compatible indeterminat (té infinites solucions), les rectes son

coincidents (tenen tots els punts en comu).

Si el sistema és incompatible (no té solucio), les rectes son paral-leles (no tenen

cap punt en comu).

Exemple: Esbrina la posicio relativa dels parells de rectes segiients:

X-4_y+2 i s:x
HEE ' -2

a)r

- Calculem un punt i un vector director de cada recta:

i _[Punt:P(4,— ) S_{Punt:Q(l,—l)

Vector director : {./(3, —6) Vector director : G (1, —2)

- Esbrinem si els vectors directors son paral:lels:

% = :—g =3 - son paral-leles o coincidents

- Esbrinem si el punt P pertany a la recta S:

-2+
Si P(4,-2)0s - 4-1=?—21 - 3:—; Fals: 3#—; — risson paral-leles

b) r:y=3x+1i s:y=2x+1

Els pendents son diferents: 3# 2 - r i Sson secants

c)r:3x-y+4=0 i s:-9x+3y-12=0

1 . ..
i ——3_, I i Sson coincidents
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dr:y=3x+1i

e)r:y=3x+1i

Exercici: Esbrina la posicio relativa dels parells de rectes segiients:

a) r:5x-10y+2=0 i s:x-2y+ F (

b) r:2x-3y+5=01i s:x-2y+ 1= (

c) r:4x-6y+10=0 i s:2-3y+ 5 |

Ss:y=3x-1

S:y=-3x-1

Sol.: a) paral-leles

d) paral-leles

b) secants c¢) coincidents

e) secants f) coincidents
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Punt d’interseccid o de tall de dues rectes secants

Si dues rectes son secants, tenen un punt comu, és a dir, es tallen en un punt. Aquest

punt s’anomena punt d’interseccioé o de tall de les rectes.
Aquest punt verifica les equacions de les dues rectes, ja que pertany a totes dues.

Per tant, per calcular les coordenades del punt d’interseccio, resolem el sistema format

per les equacions de les rectes.

Per resoldre el sistema, és convenient tenir les equacions generals o explicites de les
rectes. Si tenim altres formes d’equacio de la recta, operem per passar-les a equacions

generals.

Exemple: Calcula el punt d’interseccié de les rectes segiients:

a)r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

_ y El punt d’interseccid és
Resolem el sistema per reduccio:

(¢-1)
*X-y=-l— —-x+ y=1
X-2y=-3 X-2y=-3

/-y=-2-]y=2] - *x-2=-1_ x=-1+2=1.[x=]

b)y r:y=3x+1i s:y=2x+1

(1.2

Resolem el sistema per igualacio:

3x+1= 2x+ 1 X- = F 1

y=3M0+1=1- |y=

El punt d’intersecci6 és

(0.9

Exercici: Calcula el punt d’interseccio de les rectes segiients:

a) r:5x+4y+2=0i s:x-3y-1F (

b) rry=x-10 i s:y=-2x+2

Sol.: a) (2,-3) b) (4,-6)
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Equacié d’una recta paral-lela a una recta donada

Suposem que volem calcular I’equacié d’una recta s que passa per

un punt donat P(p,,p,) i que és paral-lela a una recta donada r. /

Les rectes r i Stenen la mateixa direccio i, per tant, el mateix vector

director, el mateix pendent i el mateix vector caracteristic.

Aixi, la recta sve determinada pel punt P i la direcci6 de r (el vector director de r, el

vector caracteristic de r o pel pendent de r):

sip: Z4=-Y% o XB_ YR

Vi V Vi

<

Si r:Ax+By+C=0 - s A¥ By C=0 (calculem C’ fent que P verifiqui
l’equacio)

Sir:y=mx+n - Sy= mxX Hh(calculem n’ fent que P verifiqui |’equacio)

Exemple: Troba I’equacié de la recta s que passa pel punt P(5, —2) i que és
paral-lela a la recta donada r:

x-1_y-4
a) r: 5 =3

y+2
-3

-

o X5 _
. 2 -

b) r:2x-y+1=0 - |[s:2x-y-12=(

s:2x-y+ C=0
y }q 205~ (-2)+C=0- 10+ 2C= 0-[C=- 1}

P(5,-2)0Us

c)r:y=-4x+3 |s:y=-4x+1§

S:y=-4x+

n
- —2=-4[b+n - -2=-20+tNn > n=—- & 20> -n: 1f
P(5,-2)0s }
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Exercici: Troba l’equacio de la recta s que passa pel punt P(—l,—3) i que és
paral-lela a la recta donada r:
[ X-5_y+4
-1 8

a)

b) r:x-7y-10=0

c)r:y=-x+5
Sol.: a)X_—J:Ll:%S b) Xx-7y-20=0 c¢) y=—-x-4

Punts de tall amb els eixos

Els eixos de coordenades son dues rectes, una recta horitzontal (eix OX) i una de

vertical (eix QY). Les seves equacions son:

y =0 - Equacio6 de ’eix OX (qualsevol punt de l’eix de les abscisses té l’ordenada
igual a 0)

X =0 - Equacié de U’eix QY (qualsevol punt de U'eix de les ordenades té ’abscissa

igual a 0)
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Una recta que no és ni horitzontal ni vertical tallara els eixos de coordenades per dos

punts (un punt de tall per cada eix).

Exemple: Indica les coordenades dels punts | Exercici: Indica les coordenades dels punts
de tall amb els eixos de la recta de tall amb els eixos de la recta
segiient: seguent:

————————————————————————————————————————————

Punt|de tall eix OY! (0,2)

Calcul dels punts de tall amb els eixos

Per calcular el punt de tall d’una recta r amb un eix de coordenades, resolem el sistema

format per l’equacio6 de r i ’equacio6 de ’eix.

Punt de tall amb ’eix OX

El punt de tall de la recta r amb [’eix OX és el punt de r que té l’ordenada igual a 0.

Per calcular-lo, substituim y per 0 (y =0) en ’equacio de la recta i calculem x:

) r: Ax+ By+ C - equaci6 de r
Resolem el sistema: )
y =0 - equacid de l'eix OX

Punt de tall amb ’eix OY

El punt de tall de la recta r amb [’eix OY és el punt de r que té ’abscissa igual a 0. Per

calcular-lo, substituim X per 0 ( X = 0) en I’equacio de la recta i calculem v:

) r: Ax+ By+ C - equaci6 de r
Resolem el sistema:
X =0 - equaci6 de l'eix OY

Exemple: Calcula els punts de tall amb els eixos de larecta r : 2x-y+4=0:
Punt de tall amb Ueix OX: Punt de tall amb Ueix OY:
r:2x-y+4=0 “OX - =
{ ’ - 2x-0+4=0 rizx-y+4 O—>2[®—y+4=0
y=0 x=0
4 _ —
- 2x+4=0- x=-5=-2-(-2 - -y+4=0-y=4-1(0,9
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Exercici: Calcula els punts de tall amb els eixos de la recta r :5x -2y +10= C:

Sol.: (-2,0); (0,5)

Perpendicularitat de rectes

Dues rectes son perpendiculars si, i només si, els seus vectors directors son

perpendiculars (el seu producte escalar és igual a zero).

Donades dues rectes r i S que tenen per vectors directors

—

v=(w, %) i u=(u, ),

respectivament:

rids o« vOW o VIW=0

Els seus vectors caracteristics també son perpendiculars:

r:Ax+By+ C=0

- ris - (AB)O(A,B) - (A A B)=0
i (AB)O(A,5) - (AB(A 8
Per saber si dues rectes son perpendiculars, n’hi ha prou de comprovar si els seus
vectors directors o caracteristics ho son.
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Exemple: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

: x-4: y+2 i s x-1: y+1

3 1 2 6
v=(3,-1)i u=(29

— Els vectors directors son

a) r

V@=(3,—1)[ﬂ2,@= 32+ € 106 6 6 0. Son perpendiculars

b) r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

(A, B)[QA', B') =(l,—:|)[ﬂ1,— 3 =10% £ )I€ 2F £ 2 3 O No son perpendiculars

Exercici: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

b) r:2x-4y+1=01i s:2x+ y+ 3= (

Sol.: a)no b)si

Pendents de rectes perpendiculars

Donades dues rectes r i s, de pendents m i m', respectivament:

ris o m‘:—1
m

Demostracio:

Els vectors directors de r i Ssén: v = @m i us= a,m"

El producte escalar de Viu és: @,m){L,m)= 10+ nIm= X mln

Les rectes seran perpendiculars si, i només si, 1+m[Cm'=0

rds o viW=0 o 1+mn'=0o mim=-1o | m=-

1
m
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Exemple: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

a)r:y=2x+1 i s:y:-%x+1
1 1 , .
m=2, m:—E - m':—ﬁé Son perpendiculars

b) r:y=3x+1 i s: y:%x+1

m=3; m':% - m# _r% - No son perpendiculars

Exercici: Esbrina si les rectes segiients sén perpendiculars:

a)r:y=x+1i s:y=-x5

b)y r:y=3x+1 i s:y=-3x+1

Sol.: a)si b)no

Equaci6 d’una recta perpendicular a una recta donada

Suposem que volem calcular I’equacié d’una recta s que passa
per un punt donat P(pl,pz) i que és perpendicular a una

recta donada r.

Per determinar l’equacio de la recta s, prenem el punt P i un

vector director ortogonal al de r, o un vector caracteristic ortogonal al de r, o el

pendent igual a la inversa del pendent de r canviada de signe:

Si (V,,V,) és un vector director der - (-\,,Vv;) i (V,,~V;) s6n vectors directors

de s.

Si (A, B) és un vector caracteristic de r - (—B, A) i (B,—A) son vectors

caracteristics de s.

Si m és el pendentder — _rln és el pendent de s.
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Aixi, obtenim que:

Si r:Ax+By+C=0 - s - Bx Ay C=0 (calculem C' fent que P verifiqui
l’equacio)

1
Si r:y=mx+n - Syz—ﬁ ¥t N (calculem n' fent que P verifiqui

’equacio)

Exemple: Calcula I’equacié de la recta s que passa pel punt P(5, -2) i que és
perpendicular a la recta donada r:

y+2
2

X5 _
. 3 -

b) r:2x-y+1=0 - |s:x+2y-1=0

s:x+2y+ C=0
Y }q5+2[(—2)+c:oq #C=0-[C=-1

P(5,-2)Us

cr:y=-4x+3 - s:y:%rx—l—di3
S: —1x+n 1 5 13
y_4 4_222[5+n—>_2_2=n—> n:_—4
P(5,-2)0s

Exercici: Calcula l’equacio de la recta s que passa pel punt P(—l,—3) i que és
perpendicular a la recta r:

X-5_y+4

T -1 8

a) r

b) r:x-7y-10=0
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c)r:y=2x+5
Xx+1 y+3 1 7
. R A + v+ = =——X——
Sol.: a) s =) b) 7x+y+10=0 ¢) vy %73

Angle gue formen dues rectes

Dues rectes secants formen quatre angles iguals dos a dos. Els angles diferents son

suplementaris.

Anomenem angle que formen dues rectes, a, el menor dels angles que determinen.

180° —¢ Si les dues rectes son perpendiculars, o = 90°.

a
Si no son perpendiculars, a < 90°, és a dir, €s un

angle agut. Per tant, cos a >0.

L’angle que formen els vectors directors de les rectes pot ser a o 180°- o (depenent

dels sentits dels vectors directors). Pero els cosinus d’aquests angles només es

diferencien en el signe, ates que cos a = - cos (180°-a):

180} &
a a

cos(180-a|) cosa

Aixi, el cosinus de l’angle que formen dues rectes és el valor absolut del cosinus de

’angle que formen els seus vectors directors.

Si S és ’angle que formen els vectors directors, v i u, de lesrectesris, i a és l’angle

que formenris:

. - = e Prenem el valor absolut perque

vl vy — ‘Vm COSa sigui positiu i a sigui
COSO':|CO$|:T=T—’ COSa === )

M [M M 4 ‘V [.h [’angle agut.

175



RECTES EN EL PLA

Exemple: Calcula I’angle que formen les rectes segiients:

yIZ i siy=-4x+3

a) r'X_-4-—
. 3 -

Els vectors directors sén V=(3,1) i U= (1-4

_ _‘ {1~ 4)‘ Bn+i-4) -1 1 _ .
o HI:.:U‘_ ‘I:I:(l’ 4)‘ \/32+12|1/12+(_4)2_\/170|3/177_m0_)
b) r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

Els vectors directors son V = L1 u= ( 2,])

(-8 )mBA|| )29 e+ 3 —
SO AN A) T W O[I(20] Jrerarez 2305 ﬁ*

Exercici: Calcula l’angle que formen les rectes segients:

X-4 y+2 .
= TV=-X+
a) r: 3 > i S:y=-x+3

b) r:x+7y+1=0i s:6x-5y+ 3= (

Sol.: a) a =78,69¢ b) a =58,32¢
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Distancies

Distancia entre dos punts

La distancia entre dos punts AAB del pla és la longitud del segment de recta que els

uneix i coincideix amb el modul dels vectors AB i BA Es1t /B
A /

d(A,B)=|AB|= BA d(A B)

Exemple: Calcula la distancia entre els punts A(-2,5) i B(-3,4):
Calculem els components del vector AB: AB= (-3-(-2),4-9=(-1-1

Calculem el modul del vector AB:

d(A B) =| A =(-1 + (-1 =v/1r 1=[V 2

Exercici: Calcula la distancia entre els punts A(1,-3) i B(-3,7).

Sol.: V116

Distancia d’un punt a una recta

La distancia d’un punt P a una recta r és la menor de les distancies entre P i els punts

der.

Es representa amb d(P,r):

Si P és un punt que pertany a la recta r, aleshores d(P,r) = 0.

Si P és un punt exterior a la recta r, la distancia entre P i r és la longitud del

segment que uneix el punt P i un punt der i és perpendicular ar.

| El punt P’ és el punt d’interseccido de r'i la
recta S (representada en linia discontinua)
perpendicular a I' que passa per P. Aquest
punt s’anomena projeccio ortogonal de P
sobre I.
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Per calcular la distancia d’un punt P(pl,pz) a una recta r d’equacid general

r: Ax+By+C =0, apliquem la formula segiient:

_|ADp, + B, +C|

R Y0

Exemple:
1. Calcula la distancia del punt P(-2,5) a larecta r : 2x-y+11=0.

d(P, r) _[202)-uBr 1) 2 |25

2+(-17 5 L5

2. Calcula I’area del triangle de vértexs els punts A(1,1), B(5,2) i C(3,4).

Recordem que la formula de ’area del triangle és:

bCh

2

A triangle =

Aleshores, per calcular U'area del triangle,
necessitem calcular la longitud de la base, b, i la de

’altura, h.

recta que passa per A i B, tenim que:

b= \KE\ h=d(C,n)
- Calculem b:

AB=(5-1,2-9=(4) - b=AB=|( 4)=V &+ 2=[J 1)

- Calculemr :

v=AB=(41) - [(AB=(1-4| -~ r:x- 4y+ C=
AL1)0r - 1- 4+C= 0~ -3C= 0. [C= B

(}_» |r:x—4y+3:q

- Calculem hi larea:

10
h=d(c =LA 3_IP0_[10) -, b”‘=m%=
N ey o [ : 2
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Exercici:

a) Calcula la distancia del punt P(-2,3) a larecta r :8x-3y—5= Q.

b) Calcula ’area del triangle de vertexs A(-1,-2), B(4,1) i C(1,2).

30772

73
by A=7
73 )

Sol.: a)

Distancia entre dues rectes

La distancia entre dues rectes r i S és la menor de les

distancies entre els punts de r i els de s. Es representa

amb d(r,s).

- Si les rectes son secants o coincidents, aleshores d(r,s) = 0.

- Si les rectes son paral:leles, la distancia entre r i s és igual a la distancia entre un

punt qualsevol d’una de les rectes i Ualtra recta.
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Aixi, per calcular la distancia entre dues rectes paral-leles r i S, prenem un punt P de

la recta r i calculem d(P,9), o prenem un punt Q de la recta si calculem d(Q,r).

Exemple: Calcula la distancia entre les rectes segiients:
a) r:x-5-8=01i s:-x+2y+3=0
. . , 1 _ -5 ,
Esbrinem si les rectes son paral-leles: I z - - No son paral-leles — d(r,s)=0
b) r:2x-4y-8=0 i s:-x+2y+3=0

, 2 -4 -8 ,
Esbrinem si les rectes son paral-leles: I :7 z 3° son paral-leles

Calculem les coordenades d’un punt P de la recta r:
(=0 2004y 8= 0 - /= 8- y=- 2. [P (& 4

Calculem la distancia entre Pi s:

_ _[o+2-2)+3 -1 1 J5
d(r,s)=d(P, §= =L T= - X~
R N = A

Exercici: Calcula la distancia entre les rectes segiients:

a)r:——=—— 1 s:2x-6y+3=C

b) r:2x-6y-10=0i s=x+ 3y+ 3 (

) r:x-y-8=01i s:5x+2y+ 3= C(

17 _13/10 by 2 _ho
Jao 20 J10 5

Sol.: a)
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