TEMA 4: TRIGONOMETRIA

1. Figures planes. Arees.

2. Cossos geometrics. Volums.
3. Trigonometria.

4, Escales.






FIGURES PLANES
2. FIGURES PLANES

Angles

Dues semirectes del pla, s; i S, d’origen comU O divideixen el pla en dues regions.

Cadascuna d’aquestes regions s’anomena angle.

Aixi, un angle és una regid del pla limitada per dues semirectes d’origen comu.

S1 S - S1iS s’anomenen
costats de [’angle.

O - O s’anomena
vertex de ’angle.

Mesura d’angles. Graus sexagesimals
Normalment, per mesurar angles, es fan servir els graus sexagesimals i els seus divisors,

els minuts i els segons.

Quan les dues semirectes son coincidents (una sobre ’altra) formen un angle nul i un

angle complet.

0° 360°
St
0 . 0 Q

angle nul angle complet

En el sistema sexagesimal un angle complet mesura 360°.

Es defineix:

1
1 grau sexagesimal = 1° = — part d’un angle complet.
360 10 = 60!

1'= 60"

1
1 minut = 1°’= — part d’un grau.
60

1
1 segon = 1”= 0 part d’un minut.

La mesura d’un angle també s’anomena amplitud de l’angle.
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Tipus d’angles

Angle recte: Angle que mesura 90°. Es determinat per dues semirectes perpendiculars.

Angle agut: Angle més petit que un angle recte (< 90°).

Angle pla: Angle que mesura 180°. Es determinat per dues semirectes oposades.

Angle obtus: Angle més gran que un angle recte (>90°) i més petit que ’angle pla

(<180°).

Angle concau: Angle més gran que un angle pla (>180°)

Angle nul: Angle que mesura 0°. Es determinat per dues semirectes coincidents.

Angle complet: Angle que mesura 360°. Es determinat per dues semirectes coincidents.

Angle recte | Angle agut Angle pla Angle obtUs

Angle concau

Angle nul

Angle complet

180° \ <180°
900 o
S <90° m 290

>180°

00

360°

o—

Angles complementaris i suplementaris

Dos angles son complementaris si la suma de les seves mesures és igual a 90°.

Dos angles son suplementaris si la suma de les seves mesures és igual a 180°.

Angles complementaris Angles suplementaris

Poligons

Una linia poligonal és una linia formada per diversos segments rectilinis.

Linia poligonal

Un poligon és la porcio del pla limitada per una linia poligonal tancada. v
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Elements d’un poligon:

Costats: Segments que limiten el poligon. diagonal costat

Vertexs: Punts d’uni6 dels costats.

angle

Angles interiors: Angles determinats per dos interior

costats consecutius a Uinterior

<«— Vvertex
del poligon.

Diagonal: Segment que uneix dos veértexs no consecutius.

Poligons regulars

Un poligon és regular si té tots els costats i angles iguals. Si no té tots els costats i
angles iguals, es diu que el poligon és irregular.

Exemples

Son regulars: No son regulars:
(té els angles iguals, pero (té els costats iguals, pero  (té costats i angles
els costats desiguals) els angles desiguals) desiguals)

Elements d’un poligon regular

Centre: Punt equidistant de tots els vertexs.
Radi (r): Segment que uneix el centre del poligon angle central
amb un vertex.

Hi ha tants radis com vertexs.

Apotema (a): Segment tracat des del centre del radis ‘ v

poligon fins a un costat i que és apotema
perpendicular al costat. (]

Angle central: Angle determinat per dos radis

consecutius.

360°
Nre. de costat

Mesura:

Perimetre i area d’un poligon

Anomenem perimetre d’un poligon la longitud del seu contorn, és a dir, la suma de les
mides de tots els seus costats. El representarem amb la lletra P.




FIGURES PLANES

Anomenem area del poligon la mesura de la superficie (porcié del pla) que ocupa. La

representarem amb la lletra A.

Classificacions dels poligons

Hem vist que podem classificar els poligons en regulars i irregulars.

També els podem classificar:

Segons els angles
- Poligon convex: Poligon en que tots els angles interiors mesuren menys de 180°

Si prolonguem un costat qualsevol d’un poligon convex, la prolongacid no passa

per Uinterior del poligon.

- Poligon concau: Poligon que té almenys un angle interior concau (que mesura més

de 180°).

En un poligon concau, almenys una prolongacié d’un costat passa per U'interior

del poligon.

Exemples:

SOGn convexos: Son concaus:

A O©<> QEZJ

Segons el nombre de costats

- Triangle: Poligon que té 3 costats.

Heptagon: Poligon que té 7 costats.

- Quadrilater: Poligon que té 4 costats.

Octagon: Poligon que té 8 costats.

- Pentagon: Poligon que té 5 costats. Enneagon: Poligon que té 9 costats.

- Hexagon: Poligon que té 6 costats. Decagon: Poligon que té 10 costats.

Triangles

Els triangles son poligons de tres costats.
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Propietats dels triangles

- La suma dels angles interiors d’un triangle és 180°

74

la+[+y=1801

A (\

Si dibuixes en un full un triangle, el retalles i en doblegues els vertexs,
unint-los tots en un mateix punt, comprovaras que els tres angles sumen
180°.

- La longitud d’un costat qualsevol és sempre més petita que la suma de les

longituds dels altres dos costats.

Si hi hagués un costat més gran que la suma dels altres

dos, no es podria tancar el triangle, : tal com es veu en el
dibuix seguent:

Classificacioé de triangles

Els triangles es poden classificar segons els costats i segons els angles:

Segons els costats

- Triangle equilater: Triangle que té els tres costats iguals (de la mateixa

longitud). També té els tres angles iguals (de 60°).

- Triangle isosceles: Triangle que té dos costats iguals (de la mateixa longitud).

També té dos angles iguals.

- Triangle escalé: Triangle que té els tres costats diferents (de diferent longitud).

També té els tres angles diferents.

Triangle Triangle Triangle

equilater isosceles escale

A AN
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Segons els angles

- Triangle acutangle: Triangle que té els tres angles aguts.

- Triangle rectangle: Triangle que té un angle recte (90°). Els costats que formen

’angle recte s’anomenen catets i l’altre costat, l’oposat a l’angle recte,

s’anomena hipotenusa.

- Triangle obtusangle: Triangle que té un angle obtus.

Triangle Triangle Triangle

acutangle rectangle obtusangle

A DN

Teorema de Pitagores

El teorema de Pitagores estableix que en un triangle rectangle, el quadrat de la

longitud hipotenusa és igual a la suma dels quadrats de les longituds dels catets.

a a’=p+c
hipotenusd = catet+ catgt

Aillant cadascun dels costats obtenim les formules segiients:

hipotenusa\/ catgt+ catgt ( aV ’h 2):
catet =,/ hipotenusa- catgt ( = ’a ‘e b/ ‘a 2)(
catet, =/ hipotenusa- catgt (zc; ‘a ’b, =o/ ‘a 2}

hipotenus
catep

categ

10
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Exemples:

1. Calcula la hipotenusa d’un triangle rectangle els catets del qual mesuren 6 i 8 cm:

« i |6cm hipotenusa:\/ catgt+ catgt
X =62 +8 =+/36+ 64=+/100= 1@m

8 cm

2. Sabem que la hipotenusa d’un triangle rectangle mesura 10 cm i que un dels seus
catets mesura 5 cm. Quant mesura l’altre catet?

10 cm i \5 o catet =/ hipotenusa- catgt
Xx=V10? -5 =/100- 25= 75 8,66m

X

Exercici: Calcula el valor de x:

a)
X 12 cm
9 cm
b)
8 cm
X
7 cm
c)
X 5cm

Sol.: a) x=15cm b)x=3,87cm c¢)x=7,07cm

Altures d’un triangle

La base d’un triangle és qualsevol dels seus costats. Si hi ha un costat horitzontal,

aquest se sol triar com a base. Es representa amb la lletra b.

L’altura d’un triangle respecte a una base donada és el segment perpendicular a la base
tracat des del vertex oposat a la base fins a la base o la seva prolongacio. Es representa

amb la lletra h.

11
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90°

Base Base

Un triangle té tres bases i tres altures. El punt d’interseccid de les tres altures (o les

seves prolongacions) s’anomena ortocentre. N\

Ortocentre

Ortocentre

Quadrilaters

Els quadrilaters son poligons de quatre costats.

Classificacioé dels quadrilaters

- Rectangle : Té quatre angles iguals. i

- Rombe : Té quatre costats iguals. <>
- Paral-lelograms

Té els costats - Quadrat : Té quatre costats i quatre angles iguals. []

paral-lels dos a dos.|

- Romboide : Té els costats i angles iguals dos a dos. [T

. - Isosceles :Els dos costats no paral-lels soniguals. /7 \
Quadrilaters Els angles son iguals dos a dos.

- Trapezis - Rectangle : Té dos angles rectes. N
Té dos costats

paral-lels i els altre$. Escale :No és nirectangle niisosceles. /O
dos no paral-lels.

- Trapezoides : No té cap parell de costats paral:lels. Q

12
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Circumferéencia i cercle

Circumferéncia

Una circumferéncia és una corba plana i tancada els punts de la qual equidisten (son a

la mateixa distancia) d’un altre punt anomenat centre.

Elements d’una circumferéncia

Arc
Centre (0): Punt equidistant de tots els punts de la

circumferencia.

Radi (r): Qualsevol segment que uneix el centre amb un punt de Kv

la circumferencia.

Hi ha infinits radis.

Diametre (d): Qualsevol segment que uneix dos punts de la circumferencia passant pel

centre. El diametre mesura el doble del radi (d = 2r).

Arc: Qualsevol porcio6 de la circumferéncia. Cada arc és determinat per dos radis.

Angle central (a): Angle que té el vertex en el centre de la circumferéncia.

Cercle

Un cercle és la porcio del pla limitada per una circumferencia. Esta format per la

circumferencia i Uinterior de la circumferencia. Aixi, la circumferencia és el contorn del

cercle. El radi, el diametre i el centre de la circumferéencia també ho son del cercle.

Un sector circular és la porcié del cercle limitada per un arc i els radis que el

determinen.

Una corona circular és la porcio del pla compresa entre dues circumferéncies

concéntriques (que tenen el mateix centre i radi diferent).

El trapezi circular és_la porcio de corona circular limitada per dos radis.

Cercle Sector Corona Trapezi circular

circular circular

13
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Calcul d’arees

L’area d’una figura plana és la mesura de la superficie (porcié del pla) que ocupa.

Nota: Per estudiar aquest apartat cal conéixer les unitats de mesura del sistema métric

decimal i els procediments per fer canvis d’unitats.

Base i altura d’un paral-lelogram

La base, b, d’un paral-lelogram és qualsevol dels seus costats. Si hi ha dos costats

horitzontals, se sol triar com a base el costat horitzontal inferior.

L’altura, h, d’un paral-lelogram és un segment perpendicular a la base tracat des de la

base fins del seu costat paral:lel.

h / h b=c

b b b=c

o

En els rectangles i quadrats, la base i l’altura coincideixen amb dos costats.

En els quadrats, la base i l’altura mesuren el mateix: el costat (c).

Area del rectangle

Tal com es dedueix facilment en el dibuix segiient, I’area del rectangle es calcula

multiplicant la base (b) per Ualtura (h):

A bh

rectangle —

h=3cm

En Uexemple de la figura:

A=3.4=12crh
(Hi ha 12 quadrats d’1 cm? d’area).

b=4cm

Area del quadrat

L’area del quadrat es calcula igual que la del rectangle: multiplicant la base (b) per
Ualtura (h).
Com que la base i 'altura mesuren el mateix (la mida del costat), l’area es calcula

multiplicant el costat per ell mateix (costat-costat), és a dir, elevant el costat al

quadrat.

14
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=blh=¢

quadrat

h=c=3cm
En ’exemple de la figura:

A=3F=9cnf

b=c=3cm

Area del romboide

Fixem-nos en les figures segients. Si retallem el triangle gris del romboide (Figura 1) i
el col-loquem a la dreta, obtenim un rectangle (Figura 2) amb la mateixa area i les

mateixes mides d® base i altura que el romboid inicial.

oJH)

h h Aromboide =

b b
Figura 1 Figura 2

Aixi, la formula per calcular I’area del romboide és la mateixa que la del rectangle.

Exemple: Calcula I’area del paral:lelogram segiient:

/ 4.cm A=b-h=7-4= 28 cnf

7cm

Exercici: Calcula l’area dels paral-lelograms segiients:

a) . b) c)

3cm
9 ¢ 2cm

10 cm 2cm

6 cm

Sol.: a) 54 cm* b)30cm? c) 4 cm?

Area del triangle

Tal com podem veure en les figures segiients, un triangle ocupa la meitat de superficie

que un rectangle o un romboide amb la mateixes mides de base i altura:

15
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b

bh

triangle = 2

b

Aleshores, I’area del triangle és la meitat de ’area d’un rectangle o un romboide, és a

dir, la meitat de la base per altura.

Exemples: Calcula I’area dels triangles segiients:

1. 2.
10 cm 6 cm
6 cm b
La base i l’altura d’un triangle rectangle son els dos catets.
En aquest cas, coneixem ’altura, pero no coneixem la base.
blh 62 24 | Haur-em d’aplicar el teorema de Pitagores per calcular la
= =—_— ="_"=12c¢nf base:
2 2
b=+10"-6" =100~ 36=+ 64 8m
bfh 86 48
A=—=—=_—"=24cnt
2 2 2
Exercici: Calcula l’area dels triangles segiients: Sol.: a) 17,5 cm? b) 12,25 cm?
a) b)
7 cm
7 cm 5cm

Area del rombe

L’area del rombe es pot calcular utilitzant la formula de l’area del romboide.

Tanmateix, en moltes ocasions no coneixem les mides de la base i ’altura del rombe i si

que coneixem les mides de les seves diagonals.

Representem la diagonal gran amb la lletra D i la diagonal petita amb la lletra d.

16
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Vegem com es calcula l’area del rombe a partir de les seves diagonals. En la figura
seglient veiem que ’area d’un rombe és la meitat de [’area d’un rectangle que té per

base i altura les diagonals del rombe:

D
D D [l
d -
rombe 2

<—q—>

Aixi, I’area del rombe és la meitat del producte de les seves diagonals.

Exemples:
1. Calcula I’area d’un rombe les diagonals del qual mesuren 7 cm i 5 cm:
7 cm A=m=£5215=17,50ﬁ?
2 2 2
<5cm—>

2. Calcula I’area d’un rombe de 13 cm de costat i 10 cm de diagonal menor:

- Apliqguem el teorema de Pitagores per calcular
13 cm 13 cm

X la mixtai_cha' iago jor (/x);
X=4/13 -5 =169 25=+/ 14412cm

5cm

- Calculem la diagonal major: D =2x=2[12= 24cm

<10 cm>
- Calculem larea: A= Dzm = 10524= 240_ 120 cnt
Exercicis:

1. Calcula l’area d’un rombe les diagonals del qual mesuren 10,5 cm i 3 cm:

17
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2. Calcula ’area d’un rombe de 10 cm de costat i 16 cm de diagonal major:

Sol.: 1. A= 15,75 cm® 2. A= 96 cm?

Area del trapezi

Un trapezi té dos costats paral-lels i dos de no paral-lels. Els dos costats paral:lels
s’anomenen bases del trapezi. La base major la designarem amb la lletra B i la menor,
amb la lletra b.

L’altura del trapezi és qualsevol segment que uneix les dues bases i és perpendicular a
aquestes.

L’area del trapezi és la semisuma de les bases (la mitjana de les bases) multiplicada
per Ualtura.

b

‘ \ _B+b
h Atrapezi T (h
B
Exemples:
1. Calcula I’area del trapezi segiient:
4 cm
+ +
A= B b[h= ! 4[3=£1[B= 16, 5cnf
3cm 2 2 2
7cm

2. Calcula I’area del trapezi isdsceles segiient:

2cm

cm

8 cm

18
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Hem de calcular Ualtura del trapezi.

Com que és un trapezi isosceles, el podem dividir en un rectangle i dos triangles

rectangles iguals:

2cm

5cm
5¢cm
cm |2cm| 3cm

8 cm 3cm

Apliquem el teorema de Pitagores per calcular l’altura, la qual és un catet

d’aquests triangles rectangles:

h=+52-3 =/25- 9=/16= 4&m

Una vegada calculada Ualtura, ja podem aplicar la formula de l’area del

trapezi:
B+b 8+2 10
A= h=—-[&="—=20cnf
2 2 2
Exercici: Calcula ’area dels trapezis segiients:
a) 5cm b) 10 cm
ﬂZ cm \| \ cm
10 cm 12 cm

Sol.: a) A= 15 cm” b) A= 38,06 cm?

Area d’un poligon regular

Si tracem tots els radis d’un poligon regular de n costats, el poligon queda dividit en n
triangles iguals. La suma de les arees d’aquests triangles sera ’area del poligon. Per
tant, si calculem U’area d’un d’aquests triangles i la multipliquem per n (nombre de

costats), obtindrem ’area del poligon.

La base de cada triangle coincideix amb el costat del poligon i 'altura coincideix amb

’apotema. Aixi ’area sera:

19
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e
- [A_ nlcla_ Pla ‘< ol
poligonregular — '~ o T o T o (n-c es e
perimetre)
C
a
_P
poligonregular ~ o

Exemples:

1. Calcula ’area d’un hexagon regular de costat 7 cm i apotema 6,06 cm.

- Calculem el perimetre multiplicant el nombre de costats (6)

per la longitud de cada costat (7 cm):

P=60J=42cm
7cm
- Calculem l’area aplicant la formula de U'area del poligon
regular:
A= PZEa: 4205.08_ 157, 26cnt

2. Calcula I’area d’un octagon regular de costat 5 cm i radi 6,53 cm.

- Apliquem el teorema de Pitagores per calcular I’apotema:
6! ‘ 6,53 Cfﬁa h=.6,53 - 2,5 =/ 36,390% 6,039n

2,5¢cm
- Calculem el perimetre: P =8[5=40cm

5cm

Calculem l’area aplicant la formula de l'area del poligon

regular:

A= PZBB. _ 4005,03

=120, 6¢cn?

20
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Exercicis:

1. Calcula l’area d’un decagon regular de costat 1 cm i apotema 1,54 cm.

2. Calcula l’area d’un pentagon regular de costat 4 cm i radi 3,4 cm.

Sol.: 1. A=7,7cm® 2. A=27,5cm?

Area i perimetre del cercle

Perimetre del cercle o longitud de la circumferéncia

El perimetre del cercle és la longitud de la circumferéncia (L).

Si dividim la longitud d’una circumferéncia pel seu diametre, obtenim sempre el mateix
nombre, independentment de la mida de la circumferéencia. Aquest nombre és el

nombre 77.

Aixi, la longitud d’una circumferéencia s’obté multiplicant el seu diametre (dues

vegades el radi) pel nombre x: L=2x r

o
d L = 770l = 20070

Area del cercle

Si considerem el cercle com un poligon regular amb molts costats (infinits costats), el

seu radi seria l’apotema d’aquest poligon i la seva area seria:

_P@_ZmOm
poligonregular — o /Z -

2

21
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Aixi, I’area del cercle s’obté multiplicant z pel quadrat del radi:

A = 7r(1?

cercle

Exemples:

1. Calcula 'area i el perimetre d’un cercle de 6 cm de radi.

L =207t = 2076= 37,7cm

A = 7r1% = 7(6% = 7[B6= 113, km?

cercle

Calcula el radi d’una circumferencia de 10 m de longitud.

10

10=200d - r=——=1,59m
27

Exercicis:

1. Calcula l’area i el perimetre d’un cercle de 2 cm de radi.

2. Calcula el radi d’un cercle de 10 cm?* d’area.

Sol.: 1. A=12,57cm?* L=12,57cm 2.r=1,78cm

Area de la corona circular

L’area de la corona circular és igual a l’area del cercle major menys [’area del cercle

/)

menor.

=R - mr¥? = n{R? - r?)

corona circular

22
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Exemple:

Calcula l’area de la corona circular compresa entre dues circumferéencies de radis
10 dm i 60 cm.

- Passem totes les mides a la mateixa unitat. Per
dm exemple, a dm:
60cm =6dm

Exercici: Calcula l’area de la corona circular compresa entre dues

circumferencies de radis 5 cm i 10 mm.

Sol.: A = 75,4 cm’

Area del sector circular

Sabem que ’area del sector circular d’1° d’amplitud és la 360a part de l'area de la

circumferencia:

_?
sector circular1° — 360

Per calcular ’area d’un sector circular d’amplitud o, multipliquem per a ’area del
sector circular d’1° d’amplitud:

_li?
A Asector circular — 360 lr

23
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Exemple: Calcula I’area d’un sector circular de 45° en una circumferéncia de
10 dam de radi. Expressa-la en m?.
- Calculem l’area del sector circular aplicant la formula:
o

.ﬁ‘ o _
Asector circular ~ 360 Lar = 360 [(45= 39,27darT12

- Passem el resultat a m?:

Exercici: Calcula ’area d’un sector circular de 130° en una circumferéncia de 15

hm de radi. Expressa-la em m?.

Sol.: A = 2.552.544 m?

Area del trapezi circular

Sabem que l’area d’un trapezi circular d’1° d’amplitud és la 360a part de ’area d’una
corona circular:

A R -md* _ nQR*-r?
trapezi circular™ 360 - 360

Per calcular I’area d’un trapezi circular d’amplitud o, multipliquem per o 'area del

trapezi circular d’1° d’amplitud:

V A _TR* - r?) r

trapezi circular ™ 360

24
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Exemple: Calcula I’area d’un trapezi circular de 100° d’amplitud en una

corona circular de 10 m i 15 m de radis. Expressa-la en cm?.

Calculem ’area del trapezi circular aplicant la férmula:

‘.
e A _ QR -r?) _ ml15°-10°) 109,087
trapezi circular ™ 360 Lor = 360 [100= ,08m

- Passem el resultat a cm?: 109,08m? = 1.090.80@nt

Exercici: Calcula l’area d’un trapezi circular de 300° d’amplitud en una corona

circular de 12 dm i 2 m de radis. Expressa-la en cm?.

Sol.: A = 67.020,64 cm®
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